Megoldas. Jelolje a szokasos médon a haromszog oldalait a, b, ¢, szogeit «, £, -, teriiletét T és keriiletét 2s.
El6szor bebizonyitunk egy lemmaét:

Tetszoleges haromszogben ha eqy szog koszinuszanak 1-gyel névelt értékét megszorozzuk o korilirt kér sugaranak
kétszeresével, akkor a széget bezdro két oldalhoz hozzdirt kordk sugardnak dsszegét kapjuk.

Bizonyitds: Mivel a szogek szerepe a haromszogben szimmetrikus, elegendd megmutatnunk, hogy
2R(1+ cosy) = rq + 7o
Ismert (lasd pl. Kiss Gy.: Amit j6 tudni a hdromszogekrdl, KoMaL 2002/3, 130-139. old.), hogy
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A koszinusztételbdl cosy-t az oldalak segitségével kifejezve kapjuk, hogy

a? 4+ b2 — 2

COS7y = 2ab

Allitasunk bizonyitasihoz elegendd tehat azt megmutatnunk, hogy
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Ezzel ekvivalens allitast kapunk, ha mindkét oldalt megszorozzuk 47T-vel és felhasznaljuk Héron képletét, mely szerint
T? = 5(s —a)(s — b)(s — c).
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2abc - (% + 1) =4-(s(s=b)(s—c)+s(s—a)(s—c)).
a
Mindkét oldalt egyszertibb alakra hozva:
¢+ (a®+b* — ¢® +2ab) = 4s(s — ¢)((s — b) + (s — a)),

ami nyilvanvaloan teljesiil, mert s definiciéja miatt (s — b) + (s — a) = ¢ és 4s(s — ¢) = 25(2s — 2¢) = (a + b)* — 2.
Ezzel a lemmat belattuk.

A lemmat hasznalva a feladat kérdésére konnyen vélaszolhatunk, hiszen a két adott egyenlet igy irhato:
2R(1+4cosy) =3R és 2R(1+ cosa) =2R.
Az egyenleteket 2R-rel elosztva és rendezve kapjuk, hogy
1
cosy = 3 és cosa =0,
amibdl v = 60° és o = 90°.

Tehat a haromszog szogei 90°, 60° és 180° — (90° + 60°) = 30° lehetnek. Ellendrizhetd, hogy az ilyen szdgekkel
rendelkezs haromszogekben a korok sugaraira megkivant 6sszefiiggések teljesiilnek.



