Pach Péter Pal megoldasa. Ha 20 | n, akkor az n utols6 jegye 0 és 4 | n miatt az utolso el6tti jegy péros, igy
ekkor az n-nek nincsen alternalé tébbszorose. A tovabbiakban tobb lépésben igazoljuk, hogy a 20 t n feltétel elégséges,
ebben az esetben létezik olyan alternédlé szam, amelyik oszthaté n-nel.

a) Legyen el6szor n = 2%. Megmutatjuk, hogy létezik olyan alternal6 szamokbol allo Ay, As, ..., Ay, ... sorozat,
amelyben Ag-nak k jegye van (k= 1,2,...), Ap,1 az A folytatasa”, tehat els jegyét elhagyva Aj-t kapjuk, 28 | Ay,
tovabba 2F*! | A pontosan akkor teljesiil, ha k paros. Az Ay sorozatot teljes indukcioval allitjuk els: k = 1, illetve
k =2 esetén A; =2 és Ay = 32 megfelels.

Legyen k > 2 paros és tegylik fel, hogy az A szamot mar megadtuk a feltételeknek megfelelGen, tehat A, k-
jegyt alternalo szam és oszthato 257 1-nel. Mivel k paros, Ay elsG jegye paratlan. Igy akar 2-est, akar 4-est irunk a
szam elejére, (k + 1)-jegyi alternalo szamot kapunk és 281 | 2. 10", illetve 2¥*1 | A;, miatt mindkét esetben 28+!
tbbszorosét kapjuk. Mivel k + 1 paratlan, meg kell még mutatnunk, hogy 2 - 10¥ + A és 4 - 10¥ + A, valamelyike
nem oszthato 2¥2-nel. Ez nyilvanvalo, ellenkez6 esetben ugyanis a kiilénbségiik, 2 - 10% = 2F+1 . 5% is oszthato volna
252 nel. Igy ha k paros, akkor létezik a megfelels Ay .

Legyen most a k paratlan. Ekkor Ay els6 jegye paros, igy l-et, illetve 3-at irva a szam elejére (k + 1)-jegyd
alternalo szamot kapunk. A konstrukcié szerint 2% | Ay és 2871 | Ay, igy A, = 2F (mod 2"1), tovabba nyilvan
1-10% = 3.10F = 2% (mod 2¥*1). A megfelel6 kongruencidkat Gsszeadva kapjuk, hogy mindkét igy adodé szam
oszthato 2FF1-nel. Mivel a kiilonbségiikben, 2 - 10% = 251 . 5F-ban is k + 1 a 2 kitevGje, azért legalabb az egyikiik még
2k+2_nel is oszthato. Igy az Apy1 = 10F + Ay vagy Agy1 =3 - 10F + A, valasztas megfeleld.

b) Han = 5% akkor ismeét indukcioval megmutatjuk, hogy az n-nek van legfeljebb k-jegyt By, alternald tobbszorose.
(B legelss jegye lehet 0 is.)

Ha k = 1, akkor By = 5 megfelels. Legyen & > 1 és a By olyan, legfeljebb k-jegyi alternadlé szam, amelyre
By, = 0 (mod 5%). Ekkor valamilyen i € {0;1;2;3;4} szamra By = i - 5" (mod 5**1). Ha By elejére egy tjabb
szamjegyet akarunk betoldani, akkor az oszthatésaghoz

z-10F + B, =0 (mod 5*!), azaz x-10% +i-5% =55z -2 +4) =0 (mod 5*1)

szitkséges. Ez pontosan akkor teljesiil, ha = - 2¥ +i = 0 (mod 5). Mivel (2¥;5) = 1, azért ennek a kongruencianak
van megoldasa mod 5. Végiil vegyiik észre, hogy az x paritdsat megvalaszthatjuk, hiszen a paros, illetve a péaratlan
szamjegyek is egy-egy teljes maradékrendszert alkotnak (mod 5). Igy a megfelel valasztassal By, 1 = x - 10¥ 4+ By, is
alternal6 szam lesz, amely oszthatoé 57 !-nel.

¢) Ha (10;n) = 1, akkor a feladat allitasan talmenden azt igazoljuk, hogy az = r (mod n) kongruencidnak minden
r maradék esetén létezik adott paritasa alternalé megoldasa.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha (10;n) = 1, akkor van olyan teljes maradékrendszer (mod n), amelynek az
elemei csak a 2 és a 0 szamjegyeket tartalmazzak.

Az Euler—Fermat-tétel szerint ugyanis 109" =1 (mod n), igy ha ki, ks, ..., k, kiilonboz6 pozitiv egészek, akkor

T, = 1019 4 10k2e() 4 4 10P%M =1414... +1=r (modn),
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a T, szamokbol tehat teljes maradékrendszer készithet6 (mod n). Mivel (2;n) = 1, azért a 27, szamok is teljes
maradékrendszert alkotnak (mod n) és rendelkeznek az el6irt tulajdonsaggal.

Tekintsiink most egy olyan H = 1010...10 alakd alternal6 szamot, amely a fenti 27, alakd szamokbol allo teljes
maradékrendszer minden eleménél t6bb jegybdl all. Ekkor az A+ 27, alaka szamok is teljes maradékrendszert alkotnak
(mod n), masrészt maguk is alternalok, hiszen a H alternalé szamhoz olyan ,révidebb” szamokat adtunk, amelyek
minden jegye paros és a jegyek kicsik, tehat nincs tizes atlépés. Ebben az alternalo teljes maradékrendszerben minden
Szam paros.

Ha most a

10H +1=1010...101
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pératlan alternalé szamhoz adjuk hozz4 a teljes maradékrendszer 27;. elemeit, akkor alternalé paratlan szamokbol 4116
teljes maradékrendszert kapunk (mod n).

Ebbol kovetkezik, hogy ha (10;7n) = 1, akkor n-nek van alternélo tobbszorose, az erdsebb allitasra a késsbbiekben
lesz sziikség.

d) Hatra van még az az eset, amikor n oszthaté 2-vel vagy 5-tel, de nem oszthat6 20-szal. Ha n = 2% - 5% .y, ahol
(n1;10) = 1, akkor vagy @ < 1 és 8 > 0, vagy pedig @« > 1 és 8 =0. Ha o« < 1 és 8 > 0, akkor b) szerint 55~ nek
letezik legfeljebb (B — 1)-jegyt B alternalé tobbszorose, amelynek utolsé jegye, 5, paratlan. Igy By = 10B  [-jegyt
alternal6 szam és a < 1 miatt 2% - 57 | By.

Olyan C' alternal6 szamot keresiink, amelyre Dy = C - 10° 4+ Bj is alternal6 és oszthaté n-nel. Mivel 2% - 57 | 10°,
azért 2% - 57 | Dy, Most (10;n1) = 1, tehat ¢) szerint az = - 10° + B; = 0 (mod n;) kongruencianak létezik adott
paritasu alternalé megoldasa, igy B els6 jegyének paritasatol fliggden olyan is, amelyre Dy is alternalé. Miutan most
(n1;2) = (n1;5) = 1, azért n = 2% -5° . ny | Dy.



Végiil ha 8 =0 és o > 1, akkor ugyanigy okoskodhatunk. a) szerint van olyan a-jegyt A alternald szam, amelyre
2% | A, ¢) szerint pedig a 10* -z + A = 0 (mod n1) kongruencianak van adott paritasa alternaldé megoldéasa. Ekkor
2% ] 109, tehat 2% | 10% -2+ A, (2;n1) = 1 miatt n = 2%-ny | 10% -2+ A és x paritasat az A els6 jegyével ellentétesnek
véalasztva 10 - & + A is alternélo szam lesz.

Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, a bizonyitast befejestiik.



