Kocsis Albert Tihamér megoldasa. ElGszor azt latjuk be, hogy ha ABC D htrnégyszog, akkor PA = PC.
Legyen BP és a kor metszéspontja D', DP és a kor metszéspontja pedig B’ (1. dbra).

ABD< = D'BC«, az AD = D'C ivekhez tartozo keriileti szogek egyenlék, igy D és D' az AC felezd merélegesére
tiikrosek. Ekkor a BD' és a B'D egyenesek is tiikrosek erre a felez§ merdlegesre, a metszéspontjuk, P tehit rajta van
az AC felez6 merGlegesén és igy valoban PA = PC.

A megforditashoz legyen PA = PC'. Belatjuk, hogy a feladat feltételei mellett ABC'D harnégyszog. ElGszor egy
segédtételre lesz sziikségiink:

Ha adott egy XY Z haromszog és a sikjaban egy @ pont, akkor a haromszog csicsait a (Q-val 6sszek6td egyeneseknek
az adott csticson atmend belss szogfelezékre vonatkozo tiikorképei egy ponton haladnak at (esetleg parhuzamosak). A
bizonyitas megtalalhaté példaul Reiman Istvan—Dobos Sandor: Nemzetkizi Matematikai Didkolimpidk (1959-2003)
(Typotex Kiado, Budapest) c. konyvének fiiggelekében.

Most a BPD héaromszog jatssza az XY Z haromszog szerepét, a () pontét pedig az A pont. DA tiikdrképe a PDB
sz0g felezGjére éppen a DC' egyenes, mig a BA tiikorképe a DB P szog felezGjére a BC egyenes. Ez a két egyenes most
a C pontban metszi egymast, igy a PA egyenesnek a DPB szog felezGjére vonatkozo tiikkorképe a segédtétel allitasa
szerint dtmegy a C ponton (2. dbra). Ez a tiikkorkép tehat a C'P egyenes.

Ekkor APB< = 180° — DPC<, igy ha U = PBNAC és V = DPN AC, akkor VPC< = APU<. Miutan a feltétel
szerint PA = PC, tovabbd PAU< = PCV «, igy PUV < = PVU<, a PUV héaromszog egyenld szard. Jelolje az AC
felez6 merGlegesét f.

Ekkor PD és PB tiikrosek f-re, ez ugyanis a PUV haromszog szimmetriatengelye, a PD és PB egyenesek pedig
a szarai.

Legyen a D cstcs tiikdrképe f-re D’. Az el6bbi szimmetria miatt D’ illeszkedik a PB egyenesre. A feltétel miatt
ABD< = D'BC«, tehat az ADD’'C szimmetrikus trapézban az egyenld hossztt AD és D'C szakaszok a B pontbol
egyenld szogben latszanak. Az AD szakasz ABD szdgt latokore és a D'C szakasz D' BC szogii 1atokore tehat egybevago,
masrészt ez a két kor is szimmetrikus az f-re. Ha egybeesnek, akkor B rajta van ezen a koron, amely egyébként a
szimmetrikus ADD’C trapéz koriilirt kore és készen vagyunk, ABCD htrnégyszog.

Ha a két 1latokor nem esik egybe, akkor B metszéspontjuk rajta van a két kor f szimmetriatengelyén. A fenti
gondolatmenetet az ADC helyett az ABC haromszogre és a megfelelé B’ pontra megismételve kapjuk, hogy ha a négy
pont, A, B, C, D nincs egy koroén, akkor D is rajta van az f egyenesen. Ha tehat nem igaz az allitas, akkor BD az AC
atlo felezémerdlegese, az ABC D négyszog deltoid, BD felezi mind az ADC, mind pedig az ABC' szoget. Ezt viszont
a feltétel kizarja, az adott feltételek esetén tehat ABC D valéban hirnégyszog.



