Hubai Tamas megoldasa. Ha a = b = ¢ = 0, akkor a feltétel teljesiil, igy 3P(0) = 2P(0), vagyis P(0) = 0.
A feltétel nyilvan akkor is teljesiil, ha b = ¢ = 0, és igy P(a) + P(0) + P(—a) = 2P(a), ahonnan P(—a) = P(a) adodik
minden valos a-ra. A P(x) polinomfiiggvény tehat paros, ami csak ugy lehetséges, ha minden paratlan foka tagja nulla.
(A P(—a) = P(a) feltételt atrendezve ugyanis azt kapjuk, hogy P(z) — P(—z) az azonosan nulla polinom, ebben a
kiilonbségben pedig éppen a P(z) paratlan foku tagjai szerepelnek.)

Legyen ezutan Q(z) az a polinom, amelyben P(z) tagjai szerepelnek félakkora kitevével, azaz amelyre Q(z?) = P(x)
és nézziik meg, minek kell teljesiilnie a Q(x) polinomra. Az a, b, ¢ kozti Osszefliggeést felhasznalva csokkentsiik a valtozok
szamat. Vezessiik be az x és y valtozokat a kovetkezSképpen: legyen a = x + y + ¢, b = y + c. llyen z és y nyilvan
minden a, b és ¢ harmashoz létezik, masrészt x és y barmely értékére van olyan a, b, ¢ szimharmas, amelyre teljesiil
a feltétel. Ez egész pontosan azt jelenti, hogy az a = x +y+ ¢, b = y + ¢, ab+ bc + ca = 0 egyenletrendszernek létezik
(a, b, c) megoldasa. Behelyettesitve ugyanis az (x +y + ¢)(y + ¢) + (y + ¢)c + ¢(z + y + ¢) = 0 egyenletet kapjuk, ami
rendezés utan a c-ben masodfoku:

3¢ + (2 + 4y)e + (zy +y°) = 0,

a diszkrimindnsa, 42* + 4y + 4y° = 2(2® + y* + (z + y)z) pedig nem negativ.
Fejezziik ki a feltételben szerepls mennyiségeket az Gj valtozok, x és y segitségével: a—b =z, b—c =y, c—a = —x—y,
illetve
(a+b+c¢)* =a®>+ b + 2+ 2ab+ 2bc + 2ca =

(felhasznalva, hogy a feltétel szerint ab + be + ca = 0 és tovabb alakitva)
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A P polinomra tehat, mint lattuk, akkor és csak akkor teljesiilnek a feladat feltételei, ha barmely valds z, y szdmpéarra

fennall, hogy
P(z)+ P(y) + P(z +y) =2P(Va? + 4> + zy).

(Vegyiik észre, hogy a bal oldal harmadik tagja eredetileg P(c — a) = P(—x — y), ami most azért irhatdo P(z + y)
alakban, mert a P paros fiiggvény.)
A Q(x) polinomra nézve ez azt jelenti, hogy

(1) Q(z*) + Q) + Q(z* + ¥ + 2zy) = 2Q(2” + y* + xy).

Az egyenlGségben x két polinomja all, melyekben az egyiitthatok az y valtozo polinomjai. Tegyiik fel, hogy a Q(z)
polinom n-edfoku és legyen az n > 1. A Q(z) f6egyiitthatojaval (1)-ben lehet osztani, foltehets tehat, hogy az 1. Mivel
(1)-ben két polinom egyenlésége all, a két oldalon az x valtozo minden eléfordulo hatvanyanak egyenls az egyiitthatoja.
Nekiink az 2%"~2 tagot érdemes figyelniink. Ha 2"~ ! egyiitthatoja a Q(x)-ben X, akkor 2" egyiitthatéi (1) ket

oldalan:
A+0+ <)\+ny2—|— (Z) -4y2) =2 </\—|—ny2—|— <Z> ~y2> .

Z) =n, azaz n > 1 miatt n = 2 adodik. Ez azt jelenti, hogy n < 2, a Q(x) tehat legfeljebb

mésodfoki, a P(z) igy legfeljebb negyedfoki paros polinom, amelynek a konstans tagja nulla: P(z) = a - z* + 8 - 2%
Megmutatjuk, hogy ezekre a polinomokra teljesiil a feladat feltétele. Ezt elég abban a két speciélis esetben igazolni,

ha P(z) = 2, illetve P(z) = z?. Konnyen ellendrizhetd ugyanis, hogy két megoldas osszege, illetve egy megoldés

szamszorosa is megoldas, igy pedig valamennyi adott alakd polinomot megkapjuk a fenti két specialis polinombol.
Ha P(z) = 2*, akkor

Rendezés utan innen 2 - <

2P(a+b+c¢)—Pla—b)—P(b—c)—P(c—a) =
=2a+b+c) —(a—b*—(b—c)*—(c—a)* =
=12(a®b 4 b*c + *a + ab® + be® + ca®) + 6(a®b? + b*c? + *a®) +
+ 24(abe + b*ac + cfab) =

= 6(ab + bc + ca)® + 12(a® + b* + ) (ab + be + ca) = 0.



Ha pedig P(x) = 2%, akkor
2P(a+b+c¢)—Pla—b)—P(b—c)—Plc—a) =
=2(a+b+c)2 - (a—b)2 - (b—c)2 — (c—a)2 =
=2(a® + b* + ¢* + 2ab + 2bc + 2ca) — (a® + b* — 2ab) —
— (0% + % = 2bc) — (¢* + a® — 2ca) = 6(ab + bc + ca) = 0.

Ezzel a megoldast befejeztiik, a keresett polinomok a P(z) = a - 2% + 8- 22

valos szamok.
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