Megoldas. A polinomot eloszthatjuk az a,, f6egyiitthatoval; ezzel a bizonyitandé allitas nem valtozik. A tovabbi-
akban feltehetjiik, hogy a, = 1.
Az f polinom els6- és méasodfoka tényezskre bonthato:

@) =]J@+p) - JJ6* + g +1y),

%

ahol p;, g, r; valds szamok. A p; szamok a valds gyokok ellentettjei, a g; szdmok a komplex gyokok valés részének
(—2)-szeresei, az r; szamok pedig komplex gyokok abszolat értékének négyzetei, ezért mindegyikiik pozitiv. A tényezdk
Osszeszorzasabol kapjuk, hogy az ao, ..., a,—1 egylitthatdk is mind pozitivak.

Az egyiitthatok sorozatat terjessziik ki mindkét irdnyban az an41 = apyo = ... = 06ésa_1 = a9 = ... =0
értékekkel. Az allitast n > 1 és —1 < k < n — 2 esetén bizonyitjuk n szerinti teljes indukcioval.

Az n < 2 esetben az allitas trivialis: agy1 és agyo pozitiv, mikézben ay és axy3 koziil legalabb az egyik 0; tehat,
0 =arars3 < ap41aK42.

Legyen most n > 3 és tételezziik fel, hogy az allitas minden kisebb értékre igaz. Vegyiik az f polinom egy 2>+ pz+q
alaka osztojat, ahol p és ¢ pozitiv valds szamok. (Ilyen osztot egy konjugalt gyokparbol kaphatunk, vagy pedig két
negativ valés gyokbdl.) Ekkor

(1) flz) = (xz + px + q)(bn,gx"_2 +...+bhxtb) = (332 + px 4 q)g(x).

A g(x) polinom gyokei is a bal félsikban vannak, tehat bibgi+s < br41bgt2 minden —1 < k < n — 4 esetén. Definialva
b1 =bp,=...=06ésb_1 =b_o=...=0 értékeket is, minden egész k-ra igaz, hogy brpbi+3 < bx4+1bx+2.

Most igazoljuk, hogy araris < agtiakt2. Ha k = —1 vagy k = n — 2, akkor ez trivialis, mert ayy1ar42 pozitiv és
arapt+s = 0. Tegyiik fel tehat, hogy 0 < k <n — 3. Az (1)-ben elvégezve a szorzast,

(2) Akt10k+2 — OkOky3 = (qbrt1 + Pbr + br—1)(qbrs2 + pbry1 + b)) —
— (gbr + pbr—1 + br—2)(gbr+3 + Pbit2 + brt1) =
= (br—1bx — br—2bk+1) + (b — bre—2brt2) + q(br—1bkt2 — br—2bris) +

+ P? (bkbrr1 — br—1bk42) + @ (Dr+1brt2 — brbris) + pa(biyy — be—1bits).

Megmutatjuk, hogy mind a hat tag nemnegativ és legalabb az egyikiik pozitiv.
Az indukciés feltevést az n’ = n — 2 és k' = k — 1 szamokra és a ¢ polinomra alkalmazva lathatjuk, hogy —1 <
kK <n' -2, ezért
p?(brbry1r — br_1bpr2) > 0.

A bp_1bp — br_2bri1 és ¢* (kg 1brro — brbrys) tagok szintén nemnegativak.
A tobbi harom tag elGjelének vizsgalatahoz tekintsiik a

b1 (b3 — br—2bgta) = b (bibrs1 — br—1bkt2) + bt (brbrs1 — br—2bki1) >0,

b (b7 41 — br—1bts) = br—1 (Br+1brra — bibrrs) + bey1 (Brbrs1 — bp—1bga) > 0
és
bit1(bp—1bpt2 — bp—2bit3) =

= bk—1(bk+1bk+2 — Okbr+3) + br43(bi—10k — bp—2bk41) > 0

egyenl6tlenségeket. Mivel 0 < k,k+ 1 < n — 2, a by és by 1 szamok pozitivak, és oszthatunk veliik. Igy tehat
by, — bi—2bir2, b1 — br—1bk43 68 by_1bgro — br_obk3 is nemnegativ.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Az indukcios 1épés valamivel egyszertibben is elvégezhetd, ha az f polinomnak van valos gyoke,
és egy elséfoku tényez6t is ki tudunk emelni. Ugyanakkor, ha nincs valés gyok, nem tudjuk elkeriilni a fent latott
indukcios 1épést.

2. Tobb versenyz6 elfeledkezett a k = 0, k = 1, k = n —4 és k = n — 3 esetek diszkutalasatol. Ezekben az
esetekben mar a (2) képletben is érvénytelen indexek szerepelnek — ez feloldhato példaul a latott moédon azzal, hogy
az egylitthatok sorozatat kiegészitjiik néhény 0-val. A masik probléma, amit a diszkusszié hidnya okozott, hogy az
indukcios feltevést olyan n’ és k' esetekben is alkalmaztak, amikor a 0 < k' < n’ — 3 feltétel nem teljesiilt.

3. Egy maésik gyakori hiba volt, hogy az allitast kozvetleniil csupan az n = 3 esetben ellenérizték. Ahhoz, hogy az
indukcié miikodjon, két szomszédos érték vizsgalatara van sziikség, mert az indukcios 1épést az n’ = n — 2 értékre is
alkalmaztuk.



