Megoldas. Ha p és ¢ is felcserélhets f-fel, akkor p o q is felcserélhets f-fel, ugyanis

((poq)o f)(x) =p(a(f(x)) =p(f(e(2)) = F(p(g(x))) = (fo(poq))(x)

teljesiil minden z-re, amibdl kovetkezik, hogy a (p o ¢) o f polinom azonos az f o (p o ¢) polinommal. Ugyanez igaz
termeészetesen a g o p polinomra is. Vegyiik észre, hogy ha a p(z) polinom foka n, a ¢(x)-é pedig m, akkor mind a pogq,
mind a gop polinom foka nm. Elegendd tehat belatni a kdvetkezd allitast: tetsz6leges k pozitiv egészhez legfeljebb egy
olyan r(x) k-ad foka polinom van, amely f-fel felcserélhetd.

Allitasunk igazolasahoz keressiik az 7 polinomot

r(z) = rpa® + 2t L e g

alakban, ahol 7 # 0. Legyen f(z) = ax? + bx + ¢, ahol a # 0. Az r polinom pontosan akkor felcserélhets f-fel, ha

2
a(rk:tk +rpx 4+ ro) + b(rk;vk +rpx 4+ ro) + ¢ =
= ri(ax® + bx + c)}IC + 7r_1(ax? + bx + c)k_1 + ...+ ro.

2 k

Mindkét oldalon egy 2k-ad foka polinom &ll. A két polinomban 22 egyiitthatojat Gsszehasonlitva az ary = rra
osszefiiggésre jutunk, ahonnan r, = a*~!. Ha valamilyen 0 < i < k esetén az ri, Ts—1,. .., w—; egyiitthatokat mar
meghataroztuk, akkor r,_;_1 is egyértelmien meghatarozhato, ha a két polinomban 6sszehasonlitjuk g2kl egytitt-
hatojat. Valoban, a masodik polinomban ez az egyiitthato, tor—;—1 kifejezhets az a, b, ¢ szdmok és a mar meghatarozott
rr—; (§ < i) egylitthatok segitségével, azok valamilyen tobbvaltozos polinomjaként, mig az elsé polinomban a megfelels
egylitthato az a,b,c és rp_; (j < i+ 1) egylitthatok sop—;—1 + 2argry—,—1 polinomjaként irhat6 fel, ahol sop—;—1-ben
is csak mar eddig meghatarozott egyiitthatok szerepelnek. Igy a

tog—i—1 = Sok—i—1 + ATkTk—i—1

Osszefligges alapjan r—;—1 valoban meghatarozhato. Ilyen modon az r(z) polinom valamennyi egyiitthatojat megha-
tarozhatjuk, melyeknek még k tovabbi Osszefiiggést is ki kell elégiteniiik. Ezért az r(x) polinom vagy egyértelmien
meghatarozhato, vagy pedig nem létezik, és éppen ezt akartuk igazolni.



