Megoldas. Alakitsuk at a kifejezést:

1 1 1+a,—(1—ap) 2a,,
a,n = — = = .
T e, 14an (Q—a)(l+an) 1-a2
2
Ismeretes, hogy tg2x = %, ezért ha aj-et tg z-nek valasztjuk, akkor ag = tg2x, ag = tgdx, ..., apy1 = tg2 .

(tg  minden valos értéket felvesz, tehat a;-et is.)
Tegyiik fol, hogy a sorozat periodusanak hossza k. Ekkor a1 = a1, azaz tg 2%z = tg z.
Ez az egyenl6ség akkor teljesiil, ha 2%z = + 7 -1 (I € Z), vagyis (2" — 1)z = 7 - I, tehat
l
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Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozat csak akkor lehet periodikus, hogyha arra az z-re, amelyre a; = tgz teljesiil, z =

™ alaka (k > 1, k és | egész szamok).
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Ekkor valéban periodikus lesz a sorozat. Meg kell még mutatnunk, hogy a, sohasem lesz +1, vagyis a definialo
1

egyenlség mindig értelmes. Ha ugyanis a,, = 1 vagy —1, akkor tg(2" 'z) = 1 vagy —1, ebbsl 2" 'z = i + jm
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vagy —om +jm (j € Z), tehat x = STt T VABY ¥ = o T Tudjuk viszont hogy = = = - o leve két
egyenléséghol
r  Hl+4j
T 2ntl 2k

kovetkezik. Ebbol (1 + 45)(2% — 1) = 1 - 27! adodik, de a bal oldal minden egész j-re és k > 1-re paratlan, mig a
jobb oldal minden egész I-re és n > 1 esetén paros.
l
Megjegyzés. Az 1 alaki szamok specidlisnak ttinnek, val¢jadban azonban minden paratlan nevezGji racionélis

szam ilyen alakba irhat6. Az Euler—Fermat-tétel szerint ugyanis (a;n) = 1 esetén a?™ _—1=0 (mod n). Ha a = 2,

akkor minden n paratlan szam relativ prim a-hoz. Igy tetszéleges paratlan v-hez Y povithets ugy, hogy a nevezé
v

2-hatvanynal 1-gyel kisebb legyen:
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u_u-t és 2¢(v) _ 1= (mod v),
v v-t

azaz t-v =291 1.



