I. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy hét kisérlet elegendd, annal kevesebb pedig nem.

Osszuk a nyolc elemet két darab harmas és egy kettes csoportba. Ekkor a harom csoport kozott van olyan, amely
a négy jo elem koziil legalabb kett6t tartalmaz, igy ha az egyes csoportokon beliil minden lehetséget megvizsgalunk,
akkor taldlunk tizemképes parost. Egy harmas csoport teszteléséhez harom, a ketteséhez pedig egyetlen proba sziikséges,
igy Osszesen legfeljebb 3 + 3 + 1 = 7 kisérlet utan sikerrel jarunk.

Nézziik meg, mi torténhet hat vizsgalat soran. Ekkor Osszesen 6 - 2 = 12 elemet helyeziink a radioba, egyeseket
természetesen tobbszor is. Ha van olyan elem - jeloljik A-val — amelyet legaldbb haromszor prébalunk ki, akkor
alakulhatnak ugy a kisérletek, hogy mind a hat megvizsgalt parosnak hibas az egyik tagja, hdrom esetben az A, a
tovabbi haromban pedig a megmaradt harom hibas elem valamelyike.

Ha egyetlen elem sem keriil ketténél tobbszor a radioba, akkor ez csak gy lehetséges, ha legalabb négy elemet
kétszer is kiprobalunk. A hat elvégzett kisérlet k6zott azonban kell legyen olyan is, amelynek egyik résztvevGje nem
ilyen. Ha ugyanis csak ezekkel probalkozunk és torténetesen mind a négyiik hibas, akkor a radi6é a hatodik kisérlet
utan sem szolal meg. E négy elem kozott tehat van olyan par, mondjuk A és B, amelyeket nem prébalunk ki egyiitt,

hiszen a négy elembdl Ssszesen 9) = 6 par alkothat6. Ha pedig A és B hibasak, akkor a radié néma marad abban a

négy kisérletben, amelyekben A és B vesznek részt, a tovabbi két kisérlet pedig alakulhat tgy, hogy mindegyikiikben
a masik két hibas elem egyike akad a keziinkbe.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy hat kisérlet altalaban nem elegendd, a feladatot megoldottuk.

II. megoldas. Noha a feladat szerint ,az elemek Gsszekeveredtek”, természetes foltevés, hogy a kisérletezés soran
valamilyen médon azonositani tudjuk Sket. Ez azt jelenti, hogy a kisérlet barmely szakaszaban barmely két elemrél
tudjuk, hogy kiprobaltuk-e mar ket egyiitt és ez a kisérlet milyen eredménnyel jart. Ez példaul megvaldsithato, ha
megszamozzuk az elemeket 1-t6l 8-ig, miel6tt probalkozni kezdenénk.
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A 8 elemet ( 2) = 28-féleképpen probalhatjuk ki és ezek koziil mindossze ( 2) = 6 esetben miikodik a radionk. Els6

pillanatra nem latszik jobb megoldas, mint az egyes parok szisztematikus végigprobalgatasa, ez pedig a legrosszabb
esetben akir 28 — 6 = 22 sikertelen kisérletet is jelenthet. Ezen a moédon viszont figyelmen kiviil hagyjuk a siker-
telen kisérletekbdl lesziirhetS informaciot. Pedig ha elemek egy csoportjaban nem talalunk iizemképes part, akkor a
csoportban legfeljebb egy elem lehet jo; ilyenkor jobban jarunk, ha a megmaradt elemek k6zott probalkozunk tovabb.

Ha példaul harom elemet mindharom csoportositasban megprobalva egyik esetben sem szoélal meg a radié, akkor
e harombol legfeljebb egy elem lehet jo. Igy pedig a megmaradé 6t elem kozott legalabb harom friss van és ilyenkor
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legfeljebb ( 2) — = 7 tjabb probalkozéassal utdn mar biztosan a keziinkben lesz egy jo par. De gyorsabban is célhoz
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érhetiink: a fentiekbdl lényegében az deriilt ki, hogy parok helyett — egy kisérlet — elemekbdl 4ll6 harmas csoportokat
tesztelve — ez harom kisérletet jelent — vagy talalunk midkdds parost, vagy pedig legalabb két hibas van a harom elem
kozott. Ez azt jelenti, hogy ha két harmas csoport egyikében sem talalunk mikéds part — ez hat kisérlet —, akkor
harmasonként legfeljebb egy-egy jo van az elemek kozott és igy az utoljara maradt két elem mar biztosan j6. Hat ilyen
kisérlet utan a hetedikre biztosan sz6l majd a radio.

Megmutatjuk, hogy ennél kevesebb kisérlet altalaban nem elegendd, tehat barhogyan is végezziink el hat kisérletet,
el6fordulhat, hogy a radi6 egyik alkalommal sem szélal meg. Ehhez azt bizonyitjuk be, hogy hat kisérlet utan mindig
lesz négy olyan elem, amelyek koziil egyetlen part sem probaltunk még ki. Ha pedig ez a helyzet és torténetesen éppen
ezek az 1j elemek, akkor a radié mind a hat prébalkozésra néma marad.

A bizonyitashoz készitsiink egy 8-csucsu grafot, amelynek csicsai az egyes elemek, kezdetben barmely két csicsat él
koti Gssze és két csics kozti élt tordljiink ki, ha a végpontjaiknak megfelels két elemet egyiitt kiprobaltuk. A megmaradt
grafban tehat két csticsot pontosan akkor kot Ossze él, ha a megfelels két elemet egyiitt még nem probaltuk ki. A 8-
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csucsu teljes graf (2) = 28 éle koziil tehat feltevésiink szerint hatot toroltiink ki, és azt kell bebizonyitanunk, hogy a

kapott 8-cstcst, 22 éld grafnak van négy csicsa, hogy koziiliik barmely kett6t él kot Ossze, a graf tartalmaz tn. teljes
négyszoget. Ez igy ahogy van, egy attoré magyar grafelméleti eredmény, a Turdn-tétel specialis esetdl.

Az eredeti tétel bizonyitasa teljes indukcioval torténik, most bizonyos értelemben ennek a gondolatmenetnek a
megforditasaval okoskodunk: az adott grafbol kiindulva annak mind kisebb részgrafjaiban kerestink mind kisebb méretii
teljes részgrafot. Ekozben lényegében csak a skatulya elvet hasznéljuk, abban a forméban, hogy ha egy grafnak ,elég
sok” éle van, akkor csicsai ko6zott van ,megfelelen nagy” fokszamu. Ez pontosabban fogalmazva azt jelenti, hogy ha
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egy n-csucsu egyszeri grafnak legalabb k éle van, akkor van olyan cstcsa, amelybdl legalabb {—-‘ él indul ki. Egyszert
n

grafban ugyanis az élek szaménak a kétszerese a csicsok fokszamanak az Osszege, és igy a felsG egészrész zardjelen
beliil a fokszamok atlaga all.

Y Purdn Pdl (1910-1976) a szamelmélet nemzetkdzi ranga tudosa grafelméleti tétele, az Gn. extremalis grafelmélet egyik legelss klasszikus
problémaja. Turdn azt a kérdést vizsgalta és oldotta meg a negyvenes évek elején, hogy egy n-cstcst gratban hany él biztositja teljes k-
csucsa részgraf meglétét. A feladat ennek nyilvan speciilis esete, ha n = 8 és k = 4. A témardl olvashatunk tobbek k6zott Lovasz Laszlo:
Kombinatorikai Problémdk és Feladatok (Typotex Kiadd, Budapest, 1999), illetve Hajnal Péter: Grdfelmélet (Polygon, Szeged, 1997) cimi
konyveiben. A Typotex Kiadd most megjelent konyvében (Martin Aigner, Giinter M. Ziegler: Bizonyitdsok a KONYVbzﬂ) pedig nem
kevesebb, mint 6t bizonyitast olvashatunk az altalanos tételre.



Ebbé6l most az adédik, hogy kiindulé Gy grafunkban van olyan cstcs, amelynek a fokszama legalabb [% = 6.
Legyen ez a csucs Ag, a tovabbi cstcsok koziil pedig jeloljiik By-lal azt, amelyik vagy nincs Osszekdtve Ag-lal, vagy
ha ilyen cstcs nincsen — ekkor persze Ag hetedfokd —, akkor a tovabbi csicsok koziil a minimaélis fokszamu. Az utobbi
esetben hagyjuk is el a grafbol az AgBy élt. Az igy kapott G grafban az Ay cstcsbol pontosan 6 él indul ki, az
els6 esetben legfeljebb hatodfokt By-bol legfeljebb 6, a masodikban legfeljebb 4; ezért az Ay cstcs hat darab Gf-beli
szomszédja kozott mindenképpen legaldbb 10 ¢l halad. Jeldlje G a Gj-nek azt a 6-cstcsi részgrafjat, amelynek az Ag
csucs szomszédai a csicsai. Vildgos a cél: azt kell megmutatnunk, hogy (1 tartalmaz haromszoget, teljes haromcstcsu
részgrafot; mivel G; valamennyi csicsat él koti 6ssze Apg-lal Go-ban, a haromszoget Ag-lal kiegészitve valoban teljes

négyest kapunk.
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A folytatas teljesen hasonlé. Gi-ben van legalabb [—6 —‘ = 4-edfoku cstucs, legyen ez A;. Az el6z6 modszerrel
véalasszuk ki a By csucsot és hagyjuk el az esetleges Ay B; élt. A kapott G} grafban az A; pontosan negyedfoki, a
szomszédai legyenek a G részgraf csiicsai. Az el6z6 becslés most azt adja, hogy ha G -nek tiz éle van, akkor legfeljebb 9,
ha pedig kilenc, akkor legfeljebb 7 él haladhat Go-n kiviil; mindenképpen vannak tehat olyan Ga-beli csticsok, mondjuk
Ay és Az, amelyeket él kot Ossze.

Az igy kapott Ay, A1, As és Ag cstcsok koziil tehat valoban barmely kettGt él kot Ossze. Ezzel igazoltuk, hogy hat
probalkozéas nem feltétleniil elegends egy miikods elempéros kivalasztaséara, a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A dolgozatok altalaban nem a fenti grafban, hanem annak un. komplementerében okoskodtak. Az
természetesebben illeszkedik a feladat koriilményeihez: két csicsot akkor kot Gssze él, ha a megfelel§ elemeket egyiitt
kiprobaltuk; a bizonyitandé allitds azonban nehézkesebb: teljes négyes helyett iires négyes meglétét kell igazolni, tehat
olyan pontnégyesét, amelynek semelyik két csicsa kozott nem halad él.

2. Hubai Tamds (Budapest, Fazekas Mihaly Gimnazium, 12. évf.) dolgozatéaban altalanosan oldotta meg a feladatot.
A Turan-tétel fenti speciélis esetének egy kiterjesztésével igazolta, hogy ha n darab jo és n darab kimeriilt elemiink
van (n > 2), akkor a legrosszabb esetben n + 3 probalkozéasra van sziikség a radié megszolaltatasahoz, ennyi viszont
mindig elegends.



