I. megoldas. Megmutatjuk, hogy létezik a megfelels tulajdonsagu polinom. Adott f(x) polinomra jelolje a k-
szorosan osszetett f(f(...f(x)...)) polinomot fi(x). Ekkor elegendd, ha tetszoleges k-ra m és fr(m) minden m
egészre relativ primek, hiszen a feladat sorozatdnak barmely két tagja ilyen alaku.

Ha m = f(0), a polinom konstans tagja, akkor f(m) tobbszorose m-nek. Ha a konstans tagot 1-nek valasztjuk, akkor
ezzel annyit legalabbis elériink, hogy (m; f(m)) = 1 teljesiiljon minden m egészre, mégpedig ugy, hogy f(m) = ¢-m+1,
ahol q egész szam.

Nézziik meg, mit kapunk, ha az M = q- m + 1 értéket helyettesitjiik, azaz f(f(m)) = f(M) értékét szamoljuk ki.
Ha i > 0, akkor a binomidlis tétel szerint (¢-m + 1) = ¢’ -m + 1, ahol ¢’ is egész szam. Tetszéleges egész egyiitthatos
f(x) = apa™ +an_12" ' +.. . +ag polinomra tehat f(M) = Q-m~+an+a,_1+...+a;+ag, ahol Q egész szam. Ha tehat
a polinom egyiitthatoinak az Osszegét, az f(1) értéket is 1-nek vélasztjuk, akkor M = ¢-m + 1-b6l f(M)=m-Q +1
kovetkezik. Innen pedig indukcioval nyomban adodik, hogy minden k-ra fx(m) = m - Qj + 1, ahol Q, egész szam.

Ilyenkor pedig m és fir(m) valoban relativ primek.

Feltételiink tehat f(0) = f(1) = 1, ez pedig nyilvan minden legalabb masodfoka polinomra teljesithetd, egy 2003-
adfoki megoldas f(z) = 2299 — 2 4 1.

I1. megoldas. Hasznaljuk az el6z6 megoldas jeloléseit. Ismeretes, hogy ha f(x) egész egyiitthatos polinom, m és
n pedig tetsz6leges egész szamok, akkor m — n | f(m) — f(n), azaz m | f(m) — f(0) és m —1 | f(m) — f(1). Ha
f(0) = f(1) = 1, akkor innen

(1) m| f(m)—1, illetve
(2) m—1]f(m)—1
adodik.

Ha most (2)-ben m helyére f(m)-et irunk, akkor f(m)—1| f(f(m)) —1, amit (1)-gyel dsszevetve m | f(f(m)) —1,
ahonnan teljes indukcioval m | fi(m)—1 adédik minden pozitiv egész k-ra. Ez pedig azt jelenti, hogy m és fi(m) minden
k-ra relativ primek, amibél az els6 megoldas bevezetGjében mondottak szerint kovetkezik a megkovetelt tulajdonsag.

f£(0) = f(1) = 1 pontosan akkor teljesiil, ha x(z—1) | f(z)—1, azaz f(z) = g(z)-x(z—1)+1, ahol g(z) tetszsleges
egész egyiitthatos polinom.

A keresett polinom fokszamara vonatkozo feltétel pedig nyilvan teljesiil, ha g(z) tetszéleges 2001-edfoku polinom.
Az is latszik, hogy a legalabb mésodfokid polinomok kdzott mindig talalhatoé a megadott tulajdonsagu.



