A feladatra két megoldéast mutatunk; mindkét megoldas felhasznélja az [z] + [y] < [z + y] egyenlStlenséget, amely
tetszbleges x, y valds szamok esetén teljesiil.

I. megoldas. Bebizonyitjuk a kovetkezd — a feladat allitasanal altalanosabb — tételt:
Ha az a1 < ... < ay valds szimokra a1 + 2as + ...+ na, =0 és x tetszdleges valos szam, akkor

(2) ar[z] + as2z] + ... + ap[nx] > 0.

1 1
Abban az esetben, amikor a; = —1, as = g Ap—1 = — és a, =1 — —, a tétel éppen a feladat allitasat
n

n—1
adja.

A tételt teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 1 esetben a feltétel szerint a; = 0, és az ai[x] > 0 egyenlStlenség
trividlisan teljesiil. Tegyiik most fel, hogy n valamely értékére az allitas igaz; ebbdl bebizonyitjuk az 1-gyel nagyobb
értékre is. Legyenek tehat a; < ... < any1 olyan valos szamok, amelyekre a1 4+ 2a2 + ...+ (n + 1)ap41 = 0 és x
tetsz6leges valos szam. Alakitsuk at (2) baloldalat a kovetkezképpen:

n+1 n

. an41 . .
(3) Z a;liz] = T:L Z ([(n+ Da| = [iz] = [(n+ 1 —i)z])+
i=1 i=1
+ Z (az + "*1) [iz].
A feltételekbdl kovetkezik, hogy a, 11 nemnegativ; ellenkezd esetben ugyanis a rendezés miatt ag, ..., a,41 mind-

egyike negativ lenne, de akkor a3 4+ 2as + ... + (n + 1)an4+1 nem lehetne 0. Az [a] + [b] < [a + b] egyenlStlenségbdl

kovetkezik, hogy [(n+ 1)z] —[iz] — [(n + 1 —i)z] > 0; az Ssszeg els6 fele tehat nemnegativ. Az Ssszeg masodik felérsl

2a,
az indukcios feltevés felhasznalasaval igazoljuk ugyanezt. Legyen tetszéleges 1 < ¢ < n esetén b; = a; + In+l Bekre
a szamokra teljesiil, hogy b; < ... < by, és
n n 2, n+1
Zibi:Zi(ai n+1> Zmz 20424 ma = > i =o.
i=1 i=1
Ezért, az indukcids feltevés alapjan,
Z <aZ + n+1> [iz] = Zbl[zx] > 0.
i=1 i=1
n+1
A (3) azonossag jobb oldalan tehat csupa nemnegativ szamot adtunk Ossze, ezzel igazoltuk, hogy Z a;fiz] > 0.
i=1

II. megoldas. Az [z] + [y] < [z + y] egyenlStlenség t6bbszori alkalmazasaval kapjuk, hogy ha az aq, . .., ai pozitiv
egész szdmok Osszege n, akkor

(4) [a1z] + ... + [arx] < [nz].

Jeloljiik P,-nel az olyan véges hossziisagu, pozitiv egészekbdl 4llo szdmsorozatok halmazat, amelyekben az elemek
Osszege n. A sorozatok hosszara nincs megkotés, P, tartalmazza az egyetlen elembdl allo (n) sorozatot éppen ugy,
mint az n elembdl 4ll6 (1,1,...,1)-et. Példaul P3 = {(1,1,1),(1,2),(2,1),(3)}.

A (4) egyenl6tlenséget P, Osszes elemére felirhatjuk. A bizonyitandé (1)-et az igy kapott egyenl6tlenségek lineéris
kombinéaciojaként fogjuk elGallitani.

Vélasszuk ki P, egy elemét a kovetkezSképpen: az els6 szamot, a;-et véletlenszerten valasztjuk az 1, ..., n szamok
koziil; ezutdn a masodik szadmot, ao-t véletlenszerten valasztjuk az 1,2, ..., n — a; szdmok koziil és igy tovabb egészen
addig, amig el nem érjiikk az n Gsszeget. Mas szoval, az (a1, ..., ay) sorozat kivalasztasanak valoszintsége

( ) -
play,...,ag) = =
n-(n—a) - m—ay—az) ...-(n—ay —... —ap-1)
B 1
(a1 +...4+ag) (az+...+an) ... (ag_1 +ag) -ax

Az Gsszes sorozat valoszintiségének Osszege természetesen 1. Minden egyes sorozatra szorozzuk meg a (4) egyen-
16tlenséget p(aq,...,ax)-val és az igy kapott egyenl6tlenségeket adjuk Ossze. Azt allitjuk, hogy eredményiil éppen a
bizonyitando (1)-et kapjuk.



Az egyenl6tlenségek Gsszegének jobboldalan éppen [nx] all, mert a valoszintségek sszege 1. Azt, hogy a baloldalon

n
Z M all, teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 1 esetben ez az allitas trividlis, mert csupan egyetlen 1-esb6l all6 sorozat
j=1
letezik és ezt 1 valdszintiséggel valasztjuk ki. Legyen tehat n > 1 és tegyiik fel, hogy kisebb értékekre az allitdsunk
igaz. Csoportositsuk P, elemeit az els6 elem szerint szerint, kiilonvéalasztva az egyetlen n-esbél allo sorozatot, majd
alkalmazzuk az indukcios feltevést:

Z p(a17-~-7ak)([a1$]+...+[akx]) =

B n—1 [alx] + ([agx] +...+ [akx]) n [nx] B
ET1 (anrsan)Poas (a1 +...+ar) (aa+...+ag) ... ax n
— [a1z] 1

1 >
= +
on (@2} Py (ag+ ...+ ag) ... a
n—1
1 asx| + ...+ |apx ne
D I S ¥ A ST
a1=1 (az,...,ax)EPn_a;

N o] VRS NS U] Ie) D] 1R NS Bl [a]
o N S n = N Lo n
/1 n—j nr] <= [j7]

= <—+—.]>[j$]+—: j—

Jj=1 n " j=1 J

Ezzel az allitast igazoltuk.



