I. megoldas. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban azt a szamhalmazt, amely egy H szamhalmaz elemeinek a
k-szorosabol all, kH-val jeloljik. A feladat feltétele igy A = B, mikézben az EQA = B ésaz EBB = A halmazok a

pozitiv egészek kozos elem nélkiili elGallitasat adjak. Megmutatjuk, hogy a megfelel§ szamparok olyanok, hogy egyikiik
a masik valodi osztdja, tovabba ezek mind megfelelGek.

Elgszor azt latjuk be, hogy a nem ilyen tulajdonsagt szamparokra nem valosithatoé meg a pozitiv egészek megfelels
szétvéalasztasa. Els6ként legyen o = S. Ilyenkor nyilvan nem valésithatdé meg a kivant szétosztas, hiszen ekkor az
aA = (B egyenlségbdl az A és B halmazok egyenlGsége kovetkezik. A szimmetria miatt ezutan foltehets, hogy
a < f3, és persze, ha («; 8) jo szampar, akkor (3; ) is az.

Nyilvanvalo, hogy ha k tetsz6leges pozitiv egész és (a; ) jo szampér, akkor (ka;kf3) is az, hiszen a megadott
halmazok csak k-val szorzodnak. Ennek a tulajdonsagnak a megforditasa is igaz: ha k a jo («; 8) koz6s osztoja, akkor
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az (E; %) szampar is j6. Ezek szerint elegendd megtalalni a relativ prim jé szdmparokat.

Legyen tehat (o; ) = 1, és tegyiik fel, hogy 1 € A. Ekkor a-1 = o € awA. Mivel ennek a halmaznak minden eleme
(b alakban is el6all, azért 1 ¢ B miatt o legalabb 23. Ez viszont nem lehetséges, hiszen foltevésiink szerint o < 3. Igy
csak 1 € B lehetséges. Ekkor §-1 = € BB = aA, azaz 8 az a tobbszordse. Mivel feltettiik, hogy relativ primek, ez
csak ugy lehetséges, ha a=1. Ezzel tehat belattuk, hogy a relativ prim o < 8 megoldasokra a =1, 8 > 1 sziikséges.

Most megmutatjuk, hogy ez elégséges is, minden ilyen szamparhoz létezik megfelels felosztas. Egyszertien megadjuk
a kivant tulajdonsaga halmazokat. Legyenek A elemei az m - 32**1 alaka szamok, ahol k tetszoleges nemnegativ egész,
és m olyan egész szam, amit /8 mar nem oszt. Az m - 2 alaki szamok pedig legyenek B elemei. A szdmelmélet
alaptétele szerint igy minden pozitiv egész a két halmaz koziil pontosan az egyikbe keriilt, tovabba a B halmaz elemeit
B-val szorozva valoban az A-beli elemeket kapjuk és megforditva. (Tovabbra is a = 1.)

A jo relativ prim szamparok tehat valoban olyanok, hogy («; 8) egyike 1, masika 1-nél nagyobb tetsz6leges egész.
Az 6sszes megfelel§ szampéar pedig az ilyenek pozitiv egész tobbszorosei, tehat azok, ahol a szampar egyik tagja valodi
osztoja a masiknak.
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II. megoldas. a = (-t az el6z6 megoldas szerint kizarhatjuk. Legyen — elGszor 1-nél nagyobb egész szam;

megmutatjuk, hogy ilyenkor van megfelel szétosztas. A kovetkezs algoritmus szerint haladjunk sorra a pozitiv egész
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szamokon: ha a soron kévetkezs k szamot még nem helyeztiik el, akkor tegyiik az A-ba, az B—szorosat pedig a B-be.

Ez azt jelenti, hogy els6 1épésben az 1, ami természetesen még nem keriilt helyre, az A-ba keriil, % > 1 pedig B-be.

Az eljaras egyértelmt, és minden pozitiv szadm bekeriil a két halmaz egyikébe. Mivel ezzel B = %A, nyilvan teljesiil
a feladatban elsirt aA = BB egyenl6ség. (Erdemes meggondolni, milyen algebrai tulajdonsigai vannak a halmaz

szammal valo szorzéasa miveletnek.) Hasonloan adodik a felosztés, ha — 1-nél nagyobb egész.
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Még azt kell megmutatnunk, hogy ha sem —, sem — nem egész, akkor nincsen megfelel§ szétosztas. Legyen p
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olyan prim, amely sem a-nak, sem pedig S-nak nem oszt6ja. Ha lenne megfelel§ szétosztas, akkor p-nek is ott kellene
lennie az egyik halmazban, példaul A-ban. Ekkor a - p € A = 8B, tehat % € B. Ez viszont nem lehetséges, hiszen

feltevésiink szerint 8 és ap relativ primek, tehdt ez a tort nem egész szam. Hasonléan kapjuk, hogy p a B halmazban
sem lehet.



