1. dbra

I. megoldas. Toljuk el az ABD haromszoget az AC vektorral. (1. dbra) Igy az A’B’D’ haromszdget kapjuk, ahol
A" = C. Az &bra betiizése szerint azt kell igazolnunk, hogy

(a+c)+b+d)?>(e+ f)>

A DBB'D’ paralelogramma, oldalai az eredeti négyszog 4tloi, e és f. Két pontot 6sszekits tordttvonal hossza legalabb
akkora, mint a két pontot 6sszekots szakaszé, ezért a +c > B'D és b+d > BD'. A kapott egyenlStlenségek négyzetét
Osszeadva

(a+c)>+ (b+d)?> DB’ +BD"”

Ismeretes, hogy egy paralelogramma 4tléinak négyzetosszege egyenls az oldalak négyzetdsszegével. A DBB'D’ para-
lelogrammaban tehat

DB'? + BD"* = 2¢% + 22,

ésigy (a+¢)° 4+ (b+d)* > 22+ f2) = (e — f)> + (e + f)*. Mivel (e — f)> > 0, innen a bizonyftandé allitast kapjuk.

A bizonyitasbol kideriil, hogy pontosan akkor van egyenléség, ha a DCB’ és a D'C'B haromszogek elfajulnak, az
ABCD négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak, mésrészt (e — f)2 = 0, a négyszog atloi egyenlk. Mindkét feltétel
pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha az ABC D négyszog téglalap.

Jelitai Kdlmdn (Budapest, Szent Istvan Gimn., 12. évf.) és
Fehér Gdbor (Budapest, Berzsenyi Daniel Gimn., 11. évf.) dolgozata nyomén

2. dbra

I1. megoldas. Iranyitsuk a konvex négyszog oldalait és 4tloit a 2. dbra szerint. Igy a + b + ¢ +d = 0, tovabba
at+b=eb+c=f c+d=—e, d+a= —f. Emeljik négyzetre az utébbi négy egyenlséget, majd adjuk 6ssze az
igy adodo osszefiiggéseket. Egyszertsités utan kapjuk, hogy

e+f2=a?2+b?>+c2+d?+ab+bc+cd+da.

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon a skalarszorzatok Gsszege szorzattéa alakithato: ab+be+cd+da = (a+c)(b+d).
Ezt felhasznéalva

(1) e’ +f2=a’+b*+c*+d*+(a+c)b+d).

Az oldalak iranyitésa szerint a + b 4+ ¢ +d = 0. Ha az (1) Osszefiiggésben a + ¢ helyére —(b + d)-t, illetve (b + d)
helyére —(a + ¢)-t irunk, akkor a miveletek elvégzése utan

(2) e +f2=a’+b’>+c?+d’— (b+d)”=a’+c?—2bd,
tovabba
(3) e2+f2=a’+b>+c?+d?>— (a+c)’ =b>+d>—2ac

adodik.



Adjuk 6ssze a (2) és (3) egyenlGségeket:
2(e? + f?) = a® + b? + ¢* + d* — 2ac — 2bd.
Egy vektor négyzete a vektor hosszanak a négyzete. Igy a fenti Osszefiiggés atirhato:
(4) 2(e* + f%) = a® + b* + * + d* — 2ac — 2bd.

A jobb oldalon a® + ¢ — 2ac = a® 4 ¢ — 2accos g, ahol ¢ az a és ¢ vektorok hajlasszoge. Mivel a és ¢ nem negativ,
tovabba —1 < cosp < 1, azért
a? + 2 = 2accosp < a* + ¢ + 2ac = (a + ¢)°

és pontosan akkor van egyenléség, ha cosp = —1, ¢ = 180°, az a és ¢ vektorok parhuzamosak.

Ugyanigy kapjuk, hogy b* + d? — 2bd < (b+d)>. Az els6 megoldasban latottak szerint (e + f)* < 2(e® + f2).
Igy (4)-b6l a taldlt egyenlStlenségek felhasznélasaval kovetkezik, hogy (e + f)* < (a+¢)® + (b+ d)?, és ezt kellett
bizonyitanunk.

Pdlinkds Csaba (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések 1. A méasodik megoldasbol is nyomban adddik, hogy pontosan akkor van egyenlGség, ha az ABCD
négyszog téglalap. Vegyiik észre tovabbé, hogy egyik esetben sem hasznéltuk ki, hogy a négyszog konvex: a feladat
allitasa tetszGleges négyszogre igaz.

2. Tébb dolgozat két ismertebb tételre vezette vissza a feladatot. Az els6 megoldasban is felhasznalt paralelogram-
matétel altalanositasa azt mondja ki, hogy az ABCD négyszdgben az oldalak négyzetsszege nagyobb vagy egyenld,
mint az atlok négyzetdsszege:

(5) AB? + BC? + CD? + DA?* > AC? + BD?

és paralelogrammaban van egyenlség. (Geometriai feladatok gydjteménye, I. 1678. feladat.)
A Ptolemaiosz-tétel altalanositasa szerint az ABCD négyszogben

(6) AB-CD + AD - BC > AC - BD

és hurnégyszogben van egyenl6ség. (A bizonyitas megtalalhaté Reiman Istvan: Nemzetkizi Matematikai Didkolimpidk
1959-1994 c. mivének 542. oldalan.)

A bizonyitando allitas most mar egyszertien adodik, ha (6) kétszeresét hozzéadjuk (5)-hoz és az egyenlGség feltétele
is leolvashato.



