I. megoldas. Fejezziik ki az els6 egyenletbdl z-t, helyettesitsiik a masodik egyenletbe és rendezziink v hatvanyai
szerint:

(3) V2 (z+ 2y — ty)v + (y° + ta® 4 tay) = 0.

A feladat egyenletrendszerének pontosan akkor van egy megoldasa, ha a (3) egyenletnek egy megoldasa van. Ez
utébbinak minden ¢-re megoldasa (z,y,v) = (0,0,0), a (3) egyenletnek tehat pontosan akkor van egy megoldasa,
ha barmely (x,y) # (0,0) szadmpar esetén a v-re adodé masodfoku egyenletnek nincsen megoldésa, a diszkriminansa
negativ:

(4) D= (z+2y —ty)* — 4(y* + ta® + tay) =
= (1 —4t)x? +2(2 — 3t)zy + t(t — 4)y* < 0.
Ha y = 0, akkor (4) akkor és csak akkor teljesiil minden (z,y) # (0,0) esetén, ha 1 — 4t < 0, azaz

1<t
1 .

Ha y # 0, akkor y? > 0-val osztva a (4)-gyel ekvivalens

.IQ X
(1 _4t)F +2(2—3t)§ +tt—4)<0

feltételt kapjuk, ami pontosan akkor teljesiil, ha ennek az _ra nézve mésodfoku kifejezésnek a f6egyiitthatoja is és a
Y

diszkriminéansa is negativ:

1—4t<0 6s 4(2—3t)° —4(1 —4t)t(t—4) =16(t + 1)(t* — 3t + 1) < 0.

Mivel
3—+5 3 5 1 3—-+5
2 —3t+1=(t— V5 t— V5 - < \f,
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a t-re talalt feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha
3—+5 3 5
2\/_ <t< +2\/_.

A t-nek ezekre az értékeire az y =0 esetben is csak a trividlis megoldast kapjuk, azért a feladat egyenletrendszerének
pontosan akkor van egy megoldasa, ha

3—+5 3+5
<t < .
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II. megoldas. Az egyenletrendszernek minden ¢-re megoldasa x = y = z = v = 0, igy a t paraméternek azoka

az eértékeit keressiik, amikor mas megoldas nincsen. Keressiink (1,p, —p, —1) alaka nem trivialis megoldast. A (2)
egyenletbél ekkor p® +2(t — 1)p+t = 0 adédik, ennek a masodfoki egyenletnek pedig pontosan akkor van megoldasa,
ha a diszkriminansa, 4(t — 1)2 — 4t nem negativ, azaz

3—+5 3+V5

t< S vagy

<t

3 5
<t < +T\/_, akkor az egyenletrendszernek csak a

trivialis megoldasa van, (1)-bgl és (2)-b6l kovetkezik, hogy x =y =2z =v =0.

Megmutatjuk, hogy minden maéas esetben, azaz ha

1
A bizonyitashoz sziikségiink lesz a ¢ < 1 kiegészitG foltevésre. (Ha t > 1, akkor (2)-t g—vel szorozva hasonl6éan

okoskodhatunk.)
(2) bal oldalat atalakithatjuk, ha (1)-et négyzetre emeljik:

1
(xy +yz + 2v) + t(xz + zv + yv) = —5(3:2 +y7 + 22+ 0% +2(1 — t)(wz + av + yv)),

igy (2) az
A=z +y* + 2%+ 0% + 2s(x2 + 20+ yv) = 0,

alakba frhato, ahol s = 1 — t. Irjuk ezt az Gsszeget a kovetkezs modon:

(5) A=(sz+2)° +s(z+0)° + (y+sv)° + (1 —s>—s)(a®+0?) =0.



<t <

A t-re vonatkozo feltétel az s valtozora azt jelenti, hogy

-5 3+V5
2 2
—-1—-+5 -1 5
7\/_<S<i, azaz 52+s<1,
2 2
masrészt t < 1 miatt s > 0.
Az A osszeg (5) alakjaban tehat egyik tag sem negativ, igy ha az osszeg 0, akkor minden tagja 0. Az utolsé tagban
1—5s2—5>0,azért 2% +v> =0, azaz « = v = 0. Ekkor pedig sz + z = y+ sv = 0 miatt y = z = 0 is teljesiil. Belattuk

3—V5 3+5
2 9

tehat, hogy ha <t<

, akkor a feladat egyenletrendszerének nincs a trividlistél kiilonb6z6 megoldasa.



