Megoldas. Legyen BP = p, DQ = q és PQ = z. A p és g hosszusagokkal kell kifejezniink x-et.

A P és Q pontok koziil az egyik az ABC, a masik az AC D haromszog belsejébe esik. Ennek megfelelGen két esetet
kell megkiilonboztetniink.

1. Ha a P pont az ABC haromszog, a Q pont pedig az AC'D haromszog belsejébe esik, akkor az APQ és a CQP
haromszog is az ABCD négyzettel azonos koriiljarasu.
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Tiikrozziik a B pontot az AP és a C'P egyenesekre; a két tiikkorkép legyen U, illetve V. A tiikrozés miatt AU =
AB = AD, és az A csucsnal fekvs szogek Osszeszamolasabol kapjuk, hogy QAU < = DAQ<. Ebbdl kovetkezik, hogy
az AQU és AQD haromszogek egybevagok. Hasonloan kapjuk, hogy a CQV és CQD haromszogek is egybevagok.

Az egybevagdsigok miatt az dbrdn azonosan jelolt szégek egyenlsk, PU = PV = PB =p és QU = QV = QD =
q- A PQU és PQV haromszogek egybevagok, mert oldalaik ugyanakkordk. Ezért az U-nal és V-nél fekvs szogeik
egyenlGek. Ennek a két szognek az Gsszege megegyezik az ABCD négyzet B-nél és D-nél levs szogeinek Osszegével,
tehat PUQ< = PV Q< = 90°. A Pitagorasz-tételbdl tehat = = /p? + ¢2.

A gondolatmenetbdl az is kovetkezik, hogy ABP< = CDQ<, és a BP szakasz parhuzamos a QD szakasszal.

2. Ha a @ pont az ABC haromszog, a P pont pedig az AC'D héaromszog belsejébe esik, az APQ haromszog és a
CQP haromszog is az ABCD négyzettel ellentétes koriiljarasa. Ebben az esetben a megoldas (és a végeredmény is)
lényegesen bonyolultabb.
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Mint lattuk, a Q BPD négyszog trapéz, alapjai QB és PD, tovabba PQ? = BQ?+DP?. A pontok elhelyezkedésébdl
azt is megéllapithatjuk, hogy BP > DP és BQ < DQ.

ElGsz6r megmutatjuk, hogy minden ilyen tulajdonsagu trapézhoz talalhatok olyan A és C pontok, amelyekre ABC' D
négyzet és PAQ< = PCQ< = 45°.

Legyen tehat QBPD egy olyan trapéz, amelyben PQ? = BQ? + DP?. Legyen U és V az a két pont, amelyre
QU = QV = BQ és PU = PV = DP; az U pont a PQ atlénak a B-vel megegyezs oldalan legyen, a V' pont pedig a
D csucesal megegyez6 oldalon. A Pitagorasz-tétel megforditasa szerint PUQ< = PV Q< = 90°.

Legyen A a BQU szog és a DPU szog felezGjének metszéspontja és legyen C' a BQV szog felezGjének és a DPV
sz0g felezGjének metszéspontja.

Az AB, AU és AD szakaszok egyenls hosszusdguak, mert szimmetrikusak az AQ, illetve AP egyenesekre. Hason-
loképpen CB = CV = CD, mert ez a harom szakasz is szimmetrikus a CQ), illetve CP egyenesekre. A PAQU és
PV QC négyszogek szogeinek Osszeszamolasabol kapjuk, hogy PAQ< = PCQ< = 45° és igy BAD< = BCD< = 90°.
Mindezekbdl kévetkezik, hogy az ABC D négyszog egy négyzet.

A BP > DP és BQ < DQ feltételek biztositjak, hogy az U és a V pont a PQB, illetve a QPD szogtartomany
belsejébe esik, az A és C' pontok a PQ egyenesnek a D-vel, illetve B-vel megegyezs oldalan vannak és az ABCD
négyzet valoban a belsejében tartalmazza a PQ) szakaszt.



Jeloljiik a négyzet oldalanak hosszat a-val, tovabbé legyen BQ = y és PD = z. Az a, p, q szakaszok hosszaval
1
fogjuk kifejezni z-t, y-t és z-t. A pontok elhelyezkedésébél lathato, hogy —=a < p, ¢ < V2a.
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Tekintsitk a QBPD trapézt. Legyen QBP< = ( és PDQ< = 4. Irjuk fel a koszinusz-tételt a QBP, BPD, PDQ
és D@ B haromszogekre:
z? = p® +y* — 2pycos B
2a% = p? + 2% + 2pzcos B
22 = ¢* + 2% — 2gzcosé
2a* = ¢* + y* + 2qy cos 6.

A koszinuszokat eliminélva:

(2) 2%z +2a%y = (p* +y2)(y + 2),

(3) 2’y + 20z = (¢* +yz)(y + 2).
A (2) és (3) egyenletek Gsszegét (y + z)-vel osztva egy minden trapézban érvényes Osszefiiggést kapunk:
2? +20° = p* + ¢° + 2yz,
amibdl (1) alapjan
2

(4) (=22 =1y?—2z+2" =2 - 2yz=p"+¢" — 2

és
(y+2)° =19 + 29z + 2% = 2% + 29z = 222 + 2% — p* — ¢°.

A (2) és (3) egyenletek kiilonbségét négyzetre emelve és behelyettesitve (y — 2)°, illetve (y 4 2)* értékeét:
(20 =2’ (y — 2)" = (0 — ) (y + 2)°,
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(20° —2*)" (0 + ¢* — 20%) = (p* — ¢*) " (22% + 20° — p* — ¢°),
(5) (0" + ¢~ 20°)(20* —2*)" +20° — ¢°)"(2° — 2”)~

~(r* — ¢*)’(6a> = p* = ¢*) = 0.
A 2a* — 2” szamot ebbdl a (legfeljebb) masodfoku egyenletbdl fogjuk kiszamitani. A (4) egyenletbdl lathato, hogy
a fegyiitthato nemnegativ: p? + ¢> — 2a® = (y — z)° > 0.
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Ha a f6egyiitthato 0, azaz



akkor y = z, a @QBPD trapéz paralelogramma és p = ¢ = a. Konnyi végiggondolni, hogy ha P és @ a B, illetve
D kozéppontu, a sugara koron, a négyzet kézéppontjara szimmetrikusan helyezkedik el, akkor a PAQ< = PCQ< =

45° biztosan teljesiil. A PQ szakasz hosszarél ilyenkor nem mondhatunk tdbbet, mint hogy a {(2 - V2)a, \/ﬁa)

intervallumba esik.
Ha a f6egyiitthato pozitiv, akkor az (5) egyenletben a fSegyiitthat6 és a konstans tag ellentétes elGjeld, ezért egy

pozitiv és egy negativ gyoke van. Mivel x < V2a, nekiink a pozitiv gyokre van sziikségiink:

20 — 2% =
~(? - ¢®)" + \/(p2 — )"+ (0% + ¢* — 20*)(p* — ¢*)*(6a® — p* — ¢?)
- 2+ q2 — 242 -
(- q2)2 +2[p? — |/ =3aT + 2a2(p® + %) — P22
p2 + q2 _ 2a2 ’
. \/QQ2 i ¢%)” = 2|p* — ¢?|V/=3a* + 202 (P + %) — Pe
P2+ ¢2 — 2a2

Ezzel a megoldast befejeztiik.



