I. megoldas. A cos 2¥z fiiggvények mindegyikének periodusa a 27, igy elegend a megoldasokat a [0; 27) interval-
lumon keresni. Masfeldl
cos 2"z = cos (2¥(21 — ),

igy foltehets, hogy « € [0; 7.
A keresett halmaz helyett vizsgaljuk annak komplementerét, legyen H a [0; 7] intervallum azon részhalmaza, amely-
nek = elemeire van olyan k, amelyre cos2°z > 0. E halmaz meghatarozasakor folhasznaljuk, hogy a cosma fiiggvény

2w m
legkisebb periédusa —. Hivjunk egy — hossztsagu intervallumot a cos mx fliggvény tiszta periddusadnak, ha az in-

m
tervallum kezdGpontjaban 1 a fiiggvény értéke. Ekkor cosmaz minden tiszta periddusanak elsé és utolso félig nyilt

negyedében pozitiv (1. dbra).
\ cos mx /

1. dbra

. T T
Igy cosz > 0, ha 0 < x < —, ezért [0; —) C H. Vegyiik észre, hogy ez az intervallum éppen a cos4x fiiggvény
egy tiszta periddusa, emiatt az ehhez kozvetleniil csatlakozo tiszta periddus alulrél zart els6 negyedén cos4x pozitiv

(2. dbra): [0; g + g) C H.

2. dbra

- ™ ™ ™
fey halad H:[o;— T+
gy haladva a Hy 2+8+ 4—2.4,~C
novekmeények mindegyike egész szamu tGbbszorose a cos4Xz fiiggvény periodusanak, tehat a Hy_ intervallum veég-
pontjaban e fiiggvény tiszta periddusa kezdddik. A k-adik lépésben tehat az intervallum ennek elsé negyedével, egy
1 27

) C H intervallumok sorozatat kapjuk. A k-adik 1épést megel6z6

hosszusagu feliilrsl nyilt szakasszal béviil.

4 4k
1
A Hj, intervallumok f6ls6 végpontjai egy mértani sor részletdsszegei, ennek elsé tagja g, hanyadosa i igy a sor
. . ™ 1 27
konvergens és az Osszege — - —— = —--
2 1-3 3

2
Ez azt jelenti, hogy ha 0 < z < ?ﬂ, akkor van olyan k > 0, amelyre cos 4¥z pozitiv.

Hasonloan kapjuk a 2 paratlan kitevsji hatvanyaira a cos (2- 4kJJ) fiiggvények egymashoz csatlakozo6 tiszta periodu-
sainak utolso negyedét figyelembe véve, m végponti intervallumok alulrél b6viils sorozatat. A cos 2z periddusa m, tehét
a fliggvény a [0; 7| tiszta peridodus utolsd, alulrol nyilt negyedében pozitiv. Ennek az intervallumnak az alsé végpontja,

™= g a cos 8z egy tiszta periddusdnak a végpontja. Ennek a tiszta periddusnak az utolso, % hosszisagi negyedén
P m 1
tehéat cos 8z pozitiv. Igy haladva a 7 végpontu intervallum hosszara adédé mértani sor elsé tagja 1 hényadosa T a

o o
sor Osszege az el6bbi Gsszeg fele, —. Ha tehat m — — < x < 7, akkor van olyan k > 0, amelyre cos (2 - 4*z) pozitiv.

3
. 2
2cos® a — 1 miatt cos2"a = cosa = —0,5 minden pozitiv egész n-re. Igy a [0; 7] intervallumban a = —7T, a [0;27)
2w

2
intervallumban ezen kivill o = 27 — 5 = ?ﬂ, a tovabbi megoldasok pedig;: ?ﬂ + 2mm, illetve g + 2nm, ahol n és m

2 2 2
Eszerint [O; %) U (—W;w} C H, a [0;7] egyetlen sz6bajovs eleme a = % Ekkor cosa = —0,5 és cos2a =

tetszbleges egész szamok.
0 Télgyesi Csaba (Kecskemét, Banyai Julia Gimn., 12. évf.)



Megjegyzés. A helyes megoldasok nagy része altalaban abbol indult ki, hogy egy adott « szdgre pontosan akkor
teljesiil a feltétel, ha minden k& > 0 egészre van olyan m egész szam, hogy

(+) (2m+1)w—ggzkag (2m+1)7r+g.

3
Ha k = 0, akkor ez a g <a< ; feltételt jelenti, amit az el6z6 megoldas szerint most is foltehets 0 < a < 7 korlat

az I, = {g;w} intervallumra sztikit. Innen 2a-ra egy 7 hosszisaga intervallumot kapunk: 7 < 2a < 27. A (x)-beli

T 37
7w hosszusagu intervallumok koziil ezzel pontosan egynek, az m = 0 esetén adédo [5; 7} intervallumnak nem iires

a metszete. A két intervallum kozos része |7 ; , igy a-ra egy % hosszisagua intervallum, az el6z6 intervallum ,,alsé
m 3m| |27 3w

274 [474]

Ugyanigy haladhatunk tovabb. Az « szogre a k-adik lépésben kapott

nr (n+41)m
o= |9 —

fele” adodik: Is =

intervallumot 2¥-szorosara nagyitva kapjuk, hogy nr < 2¥a < (n+ 1)7. Ezt a (%) intervallumok koziil ismét pontosan
egy metszi, a kdzos rész egy T hossziisagi intervallum, amelyet 2k +1_gzeresére kicsinyitve kapjuk Iy y1-et, az el6bbi
Iy intervallum valamelyik felét. Hogy ez az alsd, vagy pedig a fols6, az attol fiigg, hogy n paratlan-e, vagy paros.
A megoldashoz azt kellett megmutatni, hogy ez lépésenként valtakozik — ez altaldban teljes indukcioval tortént — és
igy az egymasba skatulyazott intervallumok kozos részeként adodik o = 2% A kovetkez6 megoldés elegansan keriili

el a fenti bonyodalmakat.

IT. megoldas. Keressiik a [0; 27)-beli megoldasokat o = d - 2w alakban, ahol 0 < d < 1. Ekkor 2a = 2d - 27, tehét
cos2a = cos ({2d} - 2) és altalaban, ha di, = {2"d}, akkor cos 2"a = cos (dj, - 2). A tortrész definicioja szerint dy, - 27

éppen 2¥a maradéka 27-vel osztva.
3

Ha 0 < ¢ < 2m, akkor cosp < 0 pontosan akkor teljesiil, ha — < ¢ < 5

ami a dj egylitthatokra nézve azt

ol

koveteli meg, hogy

<di <

=
=~ w

(1)

teljestiljon minden k& > 0 egész szamra.

Maguk a dj, egyiitthatok természetes médon adédnak, ha a d kettes szamrendszerbeli alakjabol indulunk ki. Legyen
d = 0,z1x223 . .. a d kettedes- vagy masképpen diadikus tort alakja. Az egyes jegyek értéke tehat 0 vagy 1. (A véges
diadikus torteknek kétféle alakjat is megengedjiik, az adott helyiértéktdl kezd6dGen azonosan nulla torteken kiviil
azokat is, amelyekben egy adott helyiértékkel kezd6dGen minden jegy 1-es.) Ekkor a 2-vel valé szorzas eggyel jobbra
lépteti a kettedesvessz6t”, 2d = x1,x223 ..., az egész rész levalasztasa pedig ezutan torli az elss jegyet: {2d} =

0,x0x374 ... . Kettes szdmrendszerben 1= 0,01 és 1= 0,11, tehat kettes szdmrendszerben (1) azt jelenti, hogy

minden k > 0 egész szamra teljesiilnie kell, hogy
(2) 0,01 < 0,2kTk11Tkr2 - < 0,11.

Azt allitjuk, hogy ez pontosan akkor igaz, ha d-nek nincsenek egyenld szomszédos jegyei, barmely két szomszédos
helyiértéken 01 vagy 10 all.
Ha ugyanis d = 0,x12223 . .. tartalmaz valahol két szomszédos 0-t, valamilyen k-ra xx = zx+1 = 0, akkor 0,01 <

3
di. = 0,00z 42243 . .. miatt a (k + 2)-edik helyiértékkel kezd6dGen minden jegy 1-es és igy dg42 = 0,111... =1 > 1
Hasonloan, két szomszédos 1-es 0,11zk42Tk13 ... = di. < 0,11 miatt azt jelentené, hogy a (k 4 2)-edik helyiértékkel
1
kezdddGen minden jegy 0 és igy diy2 = 0,000... =0 < 1

A talalt feltétel alapjan d els6 jegye egyértelmiien hatarozza meg a tébbit. Ha z; = 0, akkor d’ = 0,0101... =
— 1 — 2
0,01 = 3 ha pedig z; = 1, akkor d” = 0,1010... = 0,10 = 3

1
Erre a két szamra nyilvanvaloan teljesiil (2), igy a feladatnak két megoldésa van a [0; 27) intervallumon: o’ = 3 2m

2 2 4
és o = 3 2. A periodicitast figyelembe véve pedig o = % + 2n7, vagy pedig a = % + 2nm.
0 Bereczky Péter(SZTE Sagvari Endre Gyakorlo Gimnézium, 10. évt.)



III. megoldas. Ebben a megoldasban o helyett cos o értékét hatarozzuk meg. Ismeretes, hogy cos 2ac = 2 cos? a—1,
igy ha cosa = b, akkor cos2c = 2b* — 1 = f(b).
Azokat a b € [—1; 1] értékeket keressiik, amelyekre a

(%) by =0, brgr = f(br)

sorozat elemei nem pozitivak.

f(b)=2b>~1

3. dbra

Az f figgvény a [—1;1] intervallumot ,kétszeresen” képezi le 6nmagara (3. dbra), két fixpontja van, f(1) =1 és
f(=0,5) = —0,5. Innen nyomban adédik, hogy ha by = —0,5; akkor a by sorozat &llandé és igy minden tagja negativ,
ez az érték tehat megfelels. Azt allitjuk, hogy minden méas kezd&értékre a (%) sorozat tagjai k6zott van pozitiv szam.
Legyen tehat 0 > b # —0,5. Egyszerd algebrai atalakitassal

(3) f(0)+0,5 =2(b* —0,25) = (2b — 1)(b+0,5).

Innen kiolvashato, hogy ha b < 0 és igy |2b — 1| > 1, akkor |f(b) + 0,5/ > |b+ 0,5], a sorozat tagjai tavolodnak
—0,5-t6l. Ebbsl még altaldban nem kovetkezik, hogy a b, sorozat feltétleniil kilép egy adott intervallumbol. Ehhez
olyan becslésre volna sziikség, ahol a tavolodas mértéke nem fiigg a b értékétsl. Ilyen becslést kaphatunk, ha a sorozat
harom szomszédos tagjat vessziik figyelembe.

ElGszor is jegyezziik meg, hogy (3)-bol kiovetkezik, hogy ha 0 > b # —0,5; akkor f(b) sem lehet —0,5. Most (2b— 1)
negativ, ezért a nullatol kiilonbozs b+ 0,5 és f(b) + 0,5 értékek (3) szerint ellenkezd elGjeliek. Ha még f(b) < 0 is
teljesiil, akkor mivel —0,5 elvéalasztja b-t és f(b)-t, |2b — 1| és ‘Qf(b) — 1‘ koziil a nagyobbik legalabb 1,5. Mivel a
kisebbik is legalabb 1, azért

(2f(b) = 1)(2b—1) > (0 —1)(-=0,5 — 1) = 1,5.
Irjunk (3)-ban b helyére f(b)-t, majd hasznaljuk fel ismét (3)-at:

(4) FF®B) 405 = (2f(b) — 1) (£(b) +0,5) = (2f(b) —1)(2b— 1)(b+0,5).
A fentiek szerint ha 0 > b # —0,5 és f(b) < 0, akkor
£ (f(B)) +0,5| > 1,5-[b+0,3].

Azt kaptuk, hogy ha b; # —0,5; akkor ameddig a by sorozat elemei nem pozitivak, addig egyikiik sem lehet —0,5;
masrészt b2 legalabb masfélszer olyan messze van —0,5-t61, mint bg. Ha tehat by # —0.,5; akkor a by sorozat elemei
nem lehetnek valamennyien a [—1; 0] intervallumban. Mivel pedig tetsz6leges by € [—1; 1] kezdértékre a sorozat minden
eleme a [—1;1] intervallumban van, azért a sorozatnak ilyenkor van pozitiv eleme.

2
Végiil ha b; = cosa = —0,5; akkor o = +47 + 2nm, ahol n tetszbleges egész szam.

0 Hubai Tamds (Budapest, Fazekas Mihaly Gimn., 11. évf.) dolgozata nyoman



