Megoldas. Az z = y = 2 helyettesitésbol f(2)% = 2£(2), igy f(2) = 2. (f(2) # 0, hiszen a fiiggvény pozitiv
értékeket vesz fel.) Az o =y = 1 helyettesitésbsl f£(2) = 2 miatt f(1)> — 3f(1) +2 =0, azaz f(1) =1 vagy f(1) = 2.
1. eset: f(1) = 2. Megmutatjuk, hogy a fiiggvény csak a konstans 2 lehet. Helyettesitslink a fiiggvényegyenletbe
y = l-et:
fle+1)=2f(x)+ f(1) = f(z) - f(1) = 2.

Ezzel maris igazoltuk, hogy = > 1 esetén f(x) = 2. Legyen most x tetszbleges, és valasszuk y-t olyan nagynak,
hogy v, zy és x + y is nagyobb legyen, mint 1. Ekkor f(z 4+ y) = f(ay) = f(y) = 2, és a fliggvényegyenlet szerint
24 f(z)-2=2+ f(z) + 2, azaz f(z) = 2.
A konstans 2 fliggvény eleget is tesz a fiiggvényegyenletnek: az x és y megvalasztasatol fiiggetleniil mindkét oldal
értéke 6.
2. eset: f(1) = 1. El6sz0r megmutatjuk, hogy az f fliggvény egyszerre additiv és multiplikativ, azaz tetszSleges u,
v szamok esetén f(u+v) = f(u) + f(v) és f(uv) = f(u)f(v), majd ennek felhasznalasaval bebizonyitjuk, hogy az f
fiiggvény csak az identitas lehet: f(z) = z. Az (1) fiiggvényegyenlet alapjan elég az additiv tulajdonsagot igazolni, a
multiplikativ tulajdonsag ebbdél mér kovetkezik.
A fiiggvényegyenletbe y = 1-et helyettesitve f(x + 1) + f(z) = 2f(x) + 1, tehat f(x + 1) = f(x) + 1.
Legyen most u és v két tetsz6leges pozitiv szam. Az (1) egyenletet irjuk fel az x = u, y = % ésazxr =u,y = %—i—l
szamparokra is:
v CAN v
Flut o)+ 1@ (o) = @)+ Fw +£(5),
illetve
v

f(u+§+&)+fwyf(§+1):f@r(£+g)+f@n+f(%+1)
f(u+%)+1+f@)0(%)+l)=fm+%0+f@0+f(%>+L

A két egyenletet kivonva egymasbol, f(u+v) = f(u) + f(v). Ezzel az additiv tulajdonsagot igazoltuk.
Az additivitasbol és f(1) = 1-bdl kovetkezik, hogy tetszSleges n pozitiv egészre f(n) = n. A multiplikativitas
alapjan pedig tetszéleges k, n egészek esetén

Tehat tetszleges ¢ pozitiv raciondlis szamra f(q) = q.

Az additivitasbol és a fiiggvény pozitivitasabol az is kovetkezik, hogy a fliggvény monoton: x < y esetén f(x) <
f@) + fly—=2) = f(y).

Legyen most x egy tetsz6leges pozitiv valos szam, és tegylik fel, hogy f(z) # x. Ha f(z) < z, akkor — mivel a
raciondlis szamok halmaza siird — létezik egy olyan ¢ racionalis szam, amelyre f(z) < ¢ < z. A ¢ < z egyenlStlenségbdl
azonban a fliggvény monotonitasa miatt az kovetkezik, hogy ¢ = f(q) < f(z), ami ellentmondés. Ha f(x) > x, akkor
az egyenlGtlenségek iranyanak megforditasaval hasonloan jutunk ellentmondasra. Tehat csak f(x) = x lehetséges.

Az f(z) = x fiiggvény eleget tesz a feltételeknek; az (1) fliggvényegyenlet mindkét oldalan xy + = + y all.

Megjegyzések. A 2. esetben a fiiggvénynek tobb érdekes tulajdonsagat bizonyitottuk, illetve hasznéltuk fel:
f) =1
A fiiggvény pozitiv;
A fiiggvény (szigorian) monoton né;
A fliggvény additiv;
A fliggvény multiplikativ.
Ezekbdl a tulajdonsagokbol — illetve bizonyos részhalmazaikbol — tobbféleképpen is igazolhato, hogy f(x) = .
Példaul, ha egy fiiggvény egyszerre pozitiv és additiv, akkor linearis: f(x) = cx alkalmas ¢ konstanssal. (Az f(1) =1
tulajdonsagbol kapjuk, hogy ¢ = 1.)

A multiplikativitasbol egyszertien kovetkezik a pozitivitas: tetszéleges  pozitiv valos szamra f(x) = f (\/E 2) =
f>(Vz) > 0. Ezért nem nehéz az dsszes olyan RT — R (tehat nem feltétleniil pozitiv) fiiggvényt sem megtalalni,
amely eleget tesz az (1) fliggvényegyenletnek. A méar latott két eset lényegében ugyanigy vizsgalhato, ezen kiviil még
az f(2) =0, ezen beliil az f(1) =0, illetve f(1) = 3 eseteket kell megvizsgalni.

A val6s vagy a pozitiv valos szamok halmazan értelmezett, egyszerre additiv és multiplikativ fiiggvények halmaza
igen sztk: az identitason kiviil csupan a konstans 0 ilyen. Mas algebrai testeken vagy gytrikon értelmezett fliggvények
esetében ez a problémakor lényegesen bonyolultabb.



