I. megoldas. Jelolje H a keresett ponthalmazt, O a kor kozéppontjat, r pedig a sugarat. Ha F' € H, akkor
OF merdleges az AB hurra, igy Pitagorasz tétele szerint OF? + AF? = OA? = r? (1. dbra). A derékszogi AM B
haromszoghen F' az atfogo felez6pontja, ezért AF = FM, és igy

(1) OF% + FM? = r2.

Allitjuk, hogy a talalt feltétel elégséges: ha a sik egy adott F' pontjara teljesiil (1), akkor F € H. Elészor is megmutatjuk,
hogy ekkor F' a kor kézéppontjatol kiilonb6z6 belsé pont, azaz 0 < OF < r. (1) miatt nyilvan 0 < OF < r. Ha itt
OF =0, azaz O = F, akkor FM = OM = r, ami nem lehet, hiszen az M belsé pont. Hasonléan, ha OF = r, akkor
FM =0, F és M esnek egybe és ismét OM = r adodik.

A

1. dbra

Létezik tehat az OF-re F-ben merGleges egyenes és két pontban metszi a kort. Ha ez a szel6 az AB hur, akkor az
F pont felezi, igy a Pitagorasz-tételbsl AF? = r? — OF2, ami (1) szerint éppen FM?. Igy FA = FM = FB, és mivel
A, B és M kiilonbozd pontok, a létrejové AM B haromszoghben az M cstucsnal valoban derékszog van.

Azt kell tehat tisztaznunk, hogy mi azoknak az F' pontoknak a mértani helye, amelyekre (1) teljesiil, azaz amelyek
két adott ponttol mért tavolsdgadnak négyzetosszege allandd. Ezt megtehetnénk koordindtageometriai eszkozokkel,
azonban egy hasznos eredmény, az tgynevezett paralelogramma-tétel gyors befejezést tesz lehetdvé.

Tétel. Egy paralelogrammaéban az oldalak négyzetosszege az atlok négyzetdsszegével egyenls. (A tétel a Geometriai
feladatok gyijteménye 11. 289. feladata.)

2. abra

Tiikrézziik az OF M héaromszoget az OM szakasz S felezGpontjara (2. dbra). Igy az OF MG paralelogrammat
kapjuk. Ha OM = d, akkor a paralelogramma-tétel szerint a sik tetszéleges F' pontjara

2(0F? + FM?) = OM? + FG? = d*> + 4F S°.
Rendezés utan

(2) FS* =~ (2(OF* + FM?) — d°),

B~ =

1
tehat (1) pontosan akkor teljesiil az F' pontra, ha FS? = 1(27“2 — dz). Ez pedig akkor és csak akkor igaz, ha F az S
2r2 — d?

kozépponti, ———— sugart kordn van.
Mivel minden egyes lépésben sziikséges és elégséges feltételt adtunk meg, a keresett mértani hely egy kor, amelynek
V2r?2 — d?
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0 Backhausz Agnes (Budapest, Fazekas Mihaly Gimn., 12. évf.)

kozéppontja az OM szakasz felezGpontja, sugara pedig



Megjegyzés. Ha adottak a sikon az Aq, Ao, ..., A, pontok és egy Py pont, akkor akir a paralelogrammatétel ismételt
alkalmazasaval, akiar koordindtageometriai eszkdzokkel egyszertien igazolhatd, hogy azon P pontok mértani helye,
amelyekre

A P? + AgP? 4+ A, P? = A\ P} + AP2 + -+ A, P}

egy olyan kor, amelynek a kézéppontja az Ay, Ao, ..., A, pontrendszer S sulypontja és a kor atmegy a Py ponton. Ha
pedig azt kérdezziik, hogy mi azon P pontok mértani helye, amelyekre az A; P? + Ay P? + - .- + A, P? négyzetdsszeg
allando, akkor a valasz ennek az allandénak az értékétsl fliggden egy S kodzéppontu kor, az S pont, vagy pedig iires
halmaz.

II. megoldas. A megoldasban felhasznéljuk az alabbi segédtételt:
Ha az ABCD négyszog téglalap, akkor a sik — val6jaban a tér — tetszéleges P pontjara PA*> + PC? = PB? + PD?
(8. dbra).

3. dbra

Ez az allitas az I. megoldasban kimondott paralelogramma-tételbsl kovetkezik. Annak (2) alakja szerint ugyanis
egy pontot egy szakasz két végpontjaval 6sszekotd szakaszok négyzetosszege kizarolag a szakasz hosszatol és a pontnak
a szakasz felezGpontjatol meért tavolsagatol fiigg. Mivel egy téglalap atloi egyenlS hosszuak, a felezGpontjuk pedig
egybeesik, az allitds valoban igaz.

Tekintsiik most az M csicsu derékszog egy adott helyzetét, és egészitsiik ki az AM B haromszoget téglalappa
(4. dbra). Legyen ennek a téglalapnak a negyedik cstucsa C.

4. dbra

Ekkor a fenti allitast az adott — és a tovabbiakban k-val jelolt — kor O kbézéppontjara és erre a téglalapra alkalmazva
OM? +0C? = OA? + OB? = 21, Ez azt jelenti, hogy a derékszoggel egyiitt forgdo C' pont allandé tavolsagra van a k
kor O kozéppontjatol:

(3) 0C? =2r* — &*.

(Az el6z6 megoldas szerint az OM szakasz hossza d.)

Megmutatjuk, hogy az igy ad6do, k-val koncentrikus ¢ kér minden C' pontjahoz van az M koriil forgo derékszognek
olyan helyzete, hogy a 4. dbra szerint kapott téglalap negyedik cstucsa éppen C. Probaljuk ehhez megszerkeszteni a
megfeleld téglalapot.



5. dbra

Mivel d < r, azért (3)-bol OC > r adodik, a C tehat kiils6 pontja a k kornek. A feltétel szerint viszont az M belsé
pont, igy pedig az M C atmérsji k' kor két pontban metszi k-t. Legyenek ezek A és B. (5. dbra). Meg kell mutatnunk,
hogy az igy szerkesztett C AM B négyszog valoban téglalap.

Thalész tétele szerint CAM< = 90°, van tehat olyan B’ pont, amelyre a CAM B’ négyszog téglalap (6. dbra).
Ennek a koriilirt kore a CAM haromszog koriilirt kore, azaz k'. A megoldas elején kimondott allitdst most erre a
CAM B’ téglalapra és az O pontra alkalmazva (3) felhasznaldsaval kapjuk, hogy

OB/ZZOCQ—FOMQ—OAQ:(2T2—d2)+d2—7’2:7’2-

C B’

A bYs
6. dbra

A B’ pont tehat a k koron is rajta van, és igy nem més, mint a k és k' korok A-to6l kiilonboz6 metszéspontja, a B
pont. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a CAM B négyszog azonos a CAM B’ téglalappal.

A C pontok mértani helye tehat az O kdzépponti, v/2r2 — d? sugart c kor. Mivel F a szoban forgo téglalap AB
atlojanak a felez6pontja, azért felezi az M C atlot is. A keresett ponthalmaz tehat az M C szakaszok felez6pontjainak
a mértani helye, mikézben a C' pont befutja a c kort: éppen a ¢ kdrnek az M pontbol felére kicsinyitett képe. Az F

2r2 — (2

pontok mértani helye tehat egy — g sugara kor, melynek kézéppontja az OM szakasz felezépontja.
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