I. megoldas. Az abszolut értéken beliil szereplé polinom paratlan egyiitthatoju tagjait az alabbi atalakitassal két

tagra bontjuk:
2n+1)a™ =nz™ 4+ (n+ 1)z™.

Igy xlOOO 4 2.%'999 4 (.%'998 4 2.%‘998) 4 4.%'997 4 (2.%‘996 4 3.%'996) NI
+(49922 + 50022) 4 1000z + 500 4 501 =
_ (x1000 + 24999 +x998) +2(x998 + 24997 +x996) 4
+500(2? + 2z + 1) + 501 =
— (%0 4 2999)2 4 2(2% + 22%)” ... 4 500(x + 1)° + 501,
Eszerint

Fl@) = (@ + 2999 4+ 2(2%° + 21%%) 4 3(21%® + 2%°7)% + .. 4 500(x + 1) + 501].

Az abszolut értéken beliil mindig pozitiv érték szerepel, a négyzetes tagok mind ugyanott, (—1)-ben veszik fel legkisebb

értékiiket, a O-t. (Az utolsé tag kivételével a 0 is kozos minimumhely.) Igy f(x) minimuma z = —1-ben van, és ott
501-gyel egyenld.
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Megjegyzés. A feladat altalanosan, 1000 helyett tetszGleges paros szamra ugyanigy oldhat6 meg.
IT. megoldas. Teljes indukcidval bizonyitjuk az allitast. Belatjuk, hogy paros n esetén az f,(x) = (n+1) + nx +

co4 22" 4 2™ kifejezés
1. minden x-re pozitiv,
2. minimumbelye kizarolag a —1,

3. minimuma g + 1.

Ha n = 2, akkor fo(x) = 3 + 22 + z? = (z+ 1)2 + 2. A minimumhelye a —1, minden z-re pozitiv, valamint
f(=1) = 2. Tegyiik fel, hogy az indukcids allitasok 2k-ig minden paros szamra teljesiilnek. Most bebizonyitjuk azokat
n = (2k + 2)-re.

fo@)=mn+1)4+nz+(n—-12%+ - +22" 1 +2" =

=n+1)+nz+a*(n—1)+@n—2)z+ - +22" 2 +2"72%) =
=n+1)+nz+2* f, o).

Tudjuk, hogy fn_» > g tehat

fn(z) > (n—|—1)+n3:—|—g:1:2 = g(x—Fl)Q—l—g—Fl.
A jobb oldali fiiggvénynek a minimumhelye @ = —1, itt (és csakis itt) egyenlSség all fenn, ezért maganak az f,(z)
fiiggvénynek is csak az x = —1 a minimumbhelye, tovabba f,(—1) = g + 1. Ezzel belattuk a 2. és a 3. indukcios allitast.

Marad még az 1. igazolasa — ez azonban nyilvanvald, hiszen f,, minimumeértéke pozitiv. Eszerint a feladatban szerepld
kifejezésben az abszolut érték jele elhagyhatoé.

1000
Az eredeti fiiggvény (f = |fi000| = f1000) legkisebb értéke —~ +1 =501.
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ITI. megoldas. Jeldlje g(x) az 1001 + 10002 + 99922 4 - - - + 22999 4- 21990 polinomfiiggvényt, ezzel f(x) = ‘g(x)‘
A g fliggvény a nemnegativ szamokon szigorian monoton ng, és g(0) = 1001. Ha g-nek van ennél kisebb értéke, azt
csak negativ helyen veheti fel. A minimumbhelyen a fiiggvény derivaltja 0.

g'(x) = 1000 + 2 - 999z + 3 - 99827 + - - - + 998 - 32997 + 999 - 229%% + 10002°% =
=1000(z" + 1) + 2 - 9992(x™7 + 1) + 3 - 9982%(2°% + 1) + - +
4500 - 501299 (2 + 1).

A zarojelben szerepld kifejezések mindegyike oszthato (z + 1)-gyel, ezért a derivalt (z 4 1)h(z) alaku. Igy ¢/(—1) =0,
tehat (—1)-ben lehet g-nek szélsGértéke. Azt, hogy ez valoban minimumhely, agy latjuk be, hogy bebizonyitjuk, hogy
g(x) minden (—1)-t6l kiilénboz6 (negativ) szamra nagyobb g(—1) = 501-nél.



Irjuk fel g-t mas formaban:

g(I) — :ElOOO +$999 +$998 —|—I997 4. —|—I2 4 _|_1 +
+299 42998 12997 ¢ 42 4o 41 +
42998 42997 4 4 42 41+

+a2® 4z +1 +
+z+1 +

+1.
xlOOl -1 xlOOO -1 I2 —1 r—1

9() = r—1 N z—1 +.”+$—1 r—1

B 21001 4 21000 4 2099 L 4 o2 4 o 001 B

- — —

1002

| T — 1002 21002 10022 + 1002

r—1 (z— 1) '
Ebbél tehét
21002 _ 1002z + 1001
g(z) =

(¢ —1)*
Tudjuk, hogy g(—1) = 501. Bebizonyitjuk, hogy minden méas (negativ) z-re g(x) > 501, azaz

21992 — 10022 + 1001

501 < X
(. —1)

, x # —1.

Lévén, hogy negativ z-ckre (z — 1)% > 0, a bizonyitand6 Ssszefiiggés az alabbival ekvivalens:

501(z — 1) < #'%92 — 1002z + 1001, azaz
50122 — 1002z + 501 < 2'°°2 — 10022 + 1001

2 _ 21092 4 500
T _—
501
irjuk f6l a nemnegativ a; = xlOOQ, as = a3 = --- = asop = 1 mennyiségekre a szdmtani és a mértani kézepek kozott

fennall6 egyenl6tlenséget:

1002

ebbdl kévetkezik a bizonyitando allitas.

Tehat az f(x) fliggvényben az abszolat érték jele elhagyhatd, az egyetlen minimumhelye a —1, a minimum értéke
pedig 501.
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