I. megoldas. Ismeretes, hogy ha a és b egész szamok, n pedig pozitiv egész, akkor a™ — b™ oszthato (a — b)-vel.
Ebbél kovetkezik, hogy ha
f@)=as®+ - +az+c

egész egyiitthatos polinom, tovabba a és b egész szamok, akkor f(a) — f(b) = cx(a® — b¥) + --- + ¢1(a — b) oszthato
(a — b)-vel. Tegyiik fel, hogy f minden pozitiv egészre 2-hatvany értéket vesz fel; legyen f(1) = 2". Mivel f — 2"
— akarcsak f — legfeljebb k-adfokt és nem konstans, azért nem lehet k-nal tobb gyoke. Ezért f(x) legfeljebb k helyen
veheti fel a 2" értéket, tehat van olyan L kiiszobérték, hogy f(v) # 2", ha v > L. Legyen m olyan természetes szam,
amelyre m > 7+ 1 és a = 2™ 4+ 1 > L. Ekkor az f-re tett feltevésiink szerint f(a) = 2', ahol t # r; jellje ¢ a t és
szamok koziil a kisebbiket. Nyilvan 2" — 2" = 2%(2/~% — 2"%) masodik tényezSje paratlan, igy 2° — 2" nem oszthato
291 nel. Mésrészt viszont 2° — 2" = f(a) — f(1) oszthaté a — 1 = 2™-nel, tehat (m > r 41 > ¢ + 1 miatt) 297 -nel s,
ami ellentmondéas. Ez azt jelenti, hogy nem létezik a feladat kdvetelményeit kielégitd polinom.

A kovetkezs megoldas — oszthatdsig helyett a fiiggvényvizsgalat modszerére és a hatarérték fogalmara épitve —
messzemenden altalanositja az eredeti feladatot.

IT. megoldas. Tegyiik fel, hogy P, (z) = ana™ + - - -+ a1z + ag olyan n-ed foka, valos egyiitthatos polinom, amely
minden pozitiv egész helyen 2-hatviny — tehat pozitiv — értéket vesz fol; ezért fGegyiitthatoja is pozitiv. Ekkor egy
elég nagy ko pozitiv szamtoél kezdve a fliggvény szigordan monoton novekeds. Igy:

Pk+1
(1) Ha k> ko, akkor (Pf_/g)) =2m > 2
ahol m (k-tol fliggs) pozitiv egész szém.
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Vizsgaljuk meg a W sorozat hatarértékét, ha k tart a végtelenbe. Ha k"-nel osztjuk a szamlalot is és a

nevezdt is: Pa(b41) ()" (b1)
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ahol a szamlalo elsé tagja a,-hez, a tobbi tagja pedig nullahoz tart. A nevezdben levs tagok hasonloan viselkednek.
% P(]f(iz)l) 2-nél kisebb értéket
nem vehet fel. Tehat nincs olyan nem konstans valés egyiitthatds polinom sem, amely minden pozitiv egész helyen
2-hatvany értéket venne fol (ill. altalanosabban: az értékeit egy olyan szigorian monoton novs sorozat elemei koziil
venné fel, amelyben minden tag az el6z6nek legalabb d-szerese, ahol d egy 1-nél nagyobb konstans).

0 Révész Ddniel (Kisvarda, Bessenyi Gyorgy Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjan

Ezért a sorozat hatarértéke 1. Ez azonban ellentmondas, hiszen (1) miatt



