I. megoldas. Vizsgéljuk meg, mikor teljesiil a feladat feltétele egy adott o szamra, azaz mit jelent az, hogy
f(f(f(a))) = a. Ehhez ltaldban szémoljuk ki f(f(f(c))) értékét. Mivel a feladat f(f(f(1))) értékércl beszél, azért
szamolas kdzben foltessziik, hogy valamennyi mennyiség értelmes, az el6forduldé nevezsk egyike sem nulla.
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Bovités és rendezés utan
(a% + be)a + ba + d)

F(f() = cla+ d)a+ (bc+d?)’

Ebbe helyettesitve f(«) értékét:

(a® + be) f(a) + b(a +d) (a® + be) Zgjr's + b(a +d)

TN = o f(a) + Ger @) ~ cla+ a2t + (ot @)

Ismét bovitve és rendezve

[a(a® + bc) + be(a + d)|a + b[(a? + be) + d(a + d)]

F(f(f()) = clala +d) + (be + d2)]a + [be(a + d) + d(be + d2)]

Az f ( f ( f (a))) = « egyenlGséget a bal oldal imént kapott tort alakjanak a nevezGjével szorozva és « hatvanyai szerint
rendezve kapjuk, hogy:

(1) [c(a® + ad + d* 4 be)|a® — [a® + abe — bed — d*]a — b(a® + be + da + d*) = 0.
Vegyiik észre, hogy « egyiitthatéja szorzatta alakithato:
a® 4 abc — bed — d* = a® — d® + be(a — d) = (a — d)(a* + ad + d* + be),

igy pedig a P = a®+ad+d>+bc tényez (1) mindharom tagjaban szerepel, szorzatta alakithatunk: ha f(f (f(a))) = q,
akkor

(2) P [ca® = (a—d)a—b] = 0.

Ellendrizhetd, hogy ha f(f(f())) kiszamolasakor egyik nevezs sem nulla, akkor (2)-bdl a lépések megforditasaval
megkaphat6 az f(f(f(®))) = a feltétel. Vegyiik észre, hogy a (2)-beli szorzat els6 tényezdje, P, nem fiigg o értékétol.
Ha tehat ez a tényez$ nulla — ami kizérolag az f fiiggvényen mulik —, akkor f(f(f(a))) = o minden olyan o szémra
teljesiil, amelyre f(f(f(a))) értelmes. A feladat masodik feltétele szerint viszont f(f(f(2))) = 3, az els6 tényezs igy
most nem nulla, (2)-ben tehat a mésodik tényezének kell nullanak lennie, ha o = 1:

c—(a—d)—b=0,

a+b

c+d
hogy a feladat szerint f(1) értelmes, tehéat oszthatunk (¢ 4 d)-vel.)

0 Tébb dolgozat alapjdn.

azaz a+ b = ¢+ d. Innen viszont f(1) =

= 1 kovetkezik, és ezt akartuk bizonyitani. (Ismét meg kell jegyezniink,

Megjegyzések. 1.) A feladat masodik feltétele csak annyiban lényeges, hogy

Ff(f(@)) =

3
nem azonossag. Az f(z) = z ) fiiggvényre példaul f(f(f(z))) =  a teljes értelmezési tartomanyon, de f(1) = 2.

Ebben az esetben az els6 tényezd,
P=d’+ad+d*+bc=1"-1-2+2°-3.1=0.

Altalaban is igy készithetSk olyan elssfoku tortfiiggvények, amelyeket haromszor iteralva az identitast kapjuk.

b
2.) A megoldasbdl kideriil, hogy az « szam pontosan akkor fixpontja az f(z) = axi— yi els6foku tortfiiggvénynek,
cx

ha o gyoke a cz® — (a—d)x — b polinomnak. Ez lehet els6foki, ha ¢ = 0, ilyenkor az f(z) — legfeljebb — els6fokt polinom.
A feladat agy is megoldhat6, hogy annak szamolunk utana, hogyan alakul ez az egyenlet f ( f (x)), illetve f ( f ( f (x)))
esetén. A megoldashoz hasonld szamolassal adodik, hogy az f ( f (:E)) fiiggvény fixpontjait kiszamol6 egyenlet (a +
d)[ca® — (a — d)z — b] = 0, az f(x)-re vonatkoz6 megfelels egyenlet (a -+ d)-szerese — és igy a+d = 0 annak a feltétele,




hogy f(f(z)) azidentikus leképezés legyen —, az f(f(f(x))) fiiggvény fixpontjait pedig éppen a Plcz®—(a—d)z—b] = 0
egyenlet szamolja ki.

3.) A megoldas sordn lényegében azt igazoltuk, hogy ha az f(f(f(a))) = a egy adott értékre nem trivilis médon
— azaz anélkiil, hogy a kozbiils6 f(a), f(f(a)) értékek egyenlsk volnanak a-val — teljesiil, akkor fennall az értelmezési
tartoméany minden elemére. Masképpen fogalmazva: ha a g(z) = f ( f ( f (:C))) fliggvénynek van fixpontja, azaz olyan
a szam, amelyre g(a) = «, akkor az vagy az f fiiggvénynek is fixpontja, vagy pedig a g(z) fliggvénynek minden
szam fixpontja, g(x) = x a g értelmezési tartoméanyan. A megoldas kétségkiviil szerencsésen alakult, a hosszadalmas
szamolas utan a (2) szorzatba mintegy belebotolva talaltunk ra a feladat jelentésére, és igy magara az éllitasra is. Az
alabbi megkozelités csak a lényeges dolgokat veszi figyelembe.

ITI. megoldas. Legyen tovabbra is g(z) = f(f(f(x))), és tekintsiik ap = f(1) ésaqg= f(p) = f(f(l)) értékeket.
A feltétel szerint ekkor f(q) = 1. Azonnal adodik, hogy g(p) = p és g(q) = ¢, a g(x) fliggvénynek az 1 mellett a p és

a q is fixpontja. Ha e harom érték kozott vannak egyenlsk, akkor az 1 N D RN q 1 1 lancban van két szomszédos
egyenls tag, ahonnan, mivel f kolcséndsen egyértelmi, 1 = p = ¢, azaz a bizonyitando allitas, f(1) = 1 kovetkezik.

Ha az 1, p, ¢ szamok kozott nincsenek egyenldk, akkor az elséfoka tortfiiggvények kompozicidjaként adodo g(x)
fiiggvénynek, amely igy maga is els6foku tortfiiggvény, harom kiilonb6z6 fixpontja van. Ismeretes, hogy egy elséfoki
tortfiiggvényt harom értéke egyértelmiien meghataroz. Ha tehat f(1) # 1, akkor g(z) = « teljesiil az « harom kiilénb6z6
értékére, 1-re, p-re és ¢g-ra. Ez pedig azt jelenti, hogy a g(x) értelmezési tartomanyanak minden elemére g(z) = x.
A feltétel szerint viszont g(2) = 3, igy az 1, p, ¢ szamok nem lehetnek valamennyien kiilonb6z6k. Ezzel a megoldast
befejeztiik.

0 Gyarmati Akos (Zalaegerszeg, Zrinyi Miklos Gimn., 9. évf.)



