I. megoldas (Csikvdri Péter megoldéasa alapjan). A sokszog cstucsaihoz rendeljiik hozza a 0,1,2,...,3" — 1 sza-
mokat, 3-as szamrendszerben felirva. Minden leirt szamnak legfeljebb n jegye van. Ha a jegyek szama n-nél kisebb,
akkor irjunk a szam elé még annyi 0 szamjegyet, hogy végiil egy n szamjegybdl all6 sorozatot kapjunk, amelynek
tehat minden szamjegye 0, 1 vagy 2. Ugy is fogalmazhattunk volna, hogy a sokszog csticsaihoz rendeljiik hozza az n
hossztusagi 0-1-2 sorozatokat.

Tekintsiik azokat a haromszogeket, melyekre teljesiil a kovetkezs feltétel: barmelyik helyiértéket valasztjuk is ki,
a haromszog cstucsaihoz rendelt harom szam az adott helyiértéken vagy mind megegyezik, vagy paronként kiilonbozé.
Vilagos, hogy barmely két csicsot kivalasztva, pontosan egy olyan csiicsa lesz a sokszognek, hogy a harom csics altal
meghatarozott haromszog kielégiti a fenti feltételt. Az eredeti sokszognek tehat minden egyes oldala és atloja pontosan
egy haromszognek lesz valamelyik oldala, ami azt jelenti, hogy azok a szakasz-hadrmasok, melyek egy-egy haromszog
harom oldalat alkotjak, rendelkeznek a feladatban megkovetelt tulajdonsaggal.

II. megoldas. A bizonyitast n-re vonatkozd teljes indukcioval végezziik. Ha n = 1, akkor az allitads nyilvanvalo.
Az indukcids 1épéshez tegyiik fel, hogy valamilyen pozitiv egész n-re az allitast mér belattuk. Tekintsiink most egy
konvex 3""l-sziget, és ennek csucsait jelolje A;, By, C;, ahol 1 < i < 3". Az A; cstcsokat Osszekots szakaszokat
az indukcios feltevés miatt be tudjuk osztani harmas csoportokba az el6irt médon, és ugyanez igaz a B; csicsokat
Osszekots szakaszokra és a C; csicsokat 0sszekots szakaszokra is.

A tobbi szakaszt pedig a kovetkez6 moédon oszthatjuk be. Alkossanak egy csoportot az A;Bj, B;Cy és CpA;
szakaszok, valahényszor i + j + k oszthato 3"-nel; harom ilyen szakasz nyilvan egy haromszogvonalat alkot. Mivel az i,
7, k szamok koziil barmely kettét lerogzitve, az oszthatdsagi feltétel a harmadik szamot egyértelmtien meghatéarozza,
minden szakasz pontosan egy harmas csoportban fog szerepelni. Ezek szerint az allitas (n + 1)-re is igaz, az indukcios
lépést befejeztiik.

II1. megoldas (Steller Gdbor megoldasa alapjan). Mint az el6z6 megoldasokban is lattuk, célunk olyan hérom-
szogeket taladlni, melyek mindharom csicsa az eredeti sokszognek is csiicsa, minden szakasz valamelyik haromszégnek
oldala, tovabba minden szakasz csak egy haromszognek lehet oldala, amit ugy is fogalmazhatunk, hogy barmely két
haromszognek legfeljebb egy kozos csticsa van. Ismét teljes indukciot hasznalunk. Tegyiik fel hogy egy PiPs ... P3n
sokszog esetén mar megtaldltuk a keresett P; P; P, haromszogeket, ezek szdma a feltételek szerint éppen a szakaszok

szamanak harmada, vagyis
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Jelolje egy konvex 3" -sz6g cstcsait A;, By, C; (1 <14 < 3™). Tekintsiik az A; B;C; haromszogeket, ahol 1 < i < 3.
Nevezziik ezeket egyes tipust haromszogeknek. Ezen kiviil minden, az el6z6 felosztadsban szereplé P; P; P, haromszogre

készitsiik el az A;A; Ay, B;B; By, C;C;Cy, (kettes tipusi) és az A;B;iCy, A;C; By, B;A;Cy, B;C; Ay, C;A; By, C;Bj A
(harmas tipust) haromszogeket is. Ez éppen

n—1/aqn n(qn+1 n(qn+1
3 (3 —1)+3n:3(3+—3)+3n:3(3+—1)
2 2 2
haromszog, éppen annyi, amennyi az alkalmas felosztashoz sziikséges. Ezért elegend6 annyit megmutatni, hogy barmely
két fenti haromszognek legfeljebb egy k6z0s csiicsa van.

Az egyes tipust haromszogeknek nyilvan nincs kozos csucsuk, és kettes tipusu haromszoggel is csak legfeljebb
egy kozos csucsuk lehet. A kettes tipusi haromszogeknek vagy nincs kozos csucsuk, vagy az indukcios feltevés miatt
legfeljebb egy ko6z0s cstcsuk van. A harmas tipusi haromszogeket tekintve, ezeknek mind az egyes, mind a kettes
tipust haromszogekkel legfeljebb egy koz0s csticsa lehet. Végezetiil pedig két harmas tipusi haromszognek is csak
legfeljebb egy kozos csticsa lehet az indukcids feltevés miatt. Ha ugyanis mondjuk A;B;Cy és A;B;C) is harmas
tipust haromszogek, akkor az eredeti 3"-sz0g felbontasaban szerepelnie kellett a P, P; Py, és P; P; Py haromszogeknek
is, ami csak k = k' esetén lehetséges.
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IV. megoldas (Harangi Viktor megoldasa alapjan). Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a sok-
sz0g szabalyos; ez lehet&séget nytjt egy geometriai jellegii okoskodasra. Ismét n szerinti teljes indukciét alkalmazunk.
Ha n = 1, akkor az allitds semmitmondé. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1 esetén a feladatot méar megoldottuk, és
tekintsiink egy P szabalyos 3" !-sz6get. Ennek cstcsait jeloljitk meg az A, B, C bettikkel tgy, hogy valamilyen koriil-
jaras szerint végighaladva a sokszog csucsain, egy A jeli cstics utan mindig B jeld cstcs kdvetkezzék, B jeld utdn C
jeld, azutan pedig ismét A jeld. Az azonos bettivel jelolt csicsok egy-egy szabalyos 3"-szoget alkotnak, melyeknek élei
feltevésiink szerint mar beoszthaték harmas csoportokra a kivant médon. Most mar csak a kiilénbo6z6 jeld cstcsokat
0sszekots éleket kell beosztani.

Tekintsiik a P sokszog egy A jeld csticsan dtmend ¢ szimmetriatengelyét. Mivel P-nek paratlan sok csicsa van,
ezen nem helyezkedhet el més csics. Egy A jeld cstcsot t-re tiikkrozve ismét A jeld cstacsot kapunk, B jeld csticsot
tiikkrozve C jeliit kapunk, C' jelit tiikrozve pedig B jeld cstucshoz jutunk. Hasonloképpen B és C' jeld csticsokon atmend
szimmetriatengelyekre valo tiikrozésnél éppen a B, illetve C jeli csticsok lesznek azok, amelyek ugyanolyan jeld csicsba
keriilnek.

Konstrukcionk ezek utan legyen a kovetkezs: egy ABC' tipusu haromszog élei pontosan akkor alkossanak egy harmas
csoportot, ha a haromszog szimmetrikus az A jeld csticson athaladé szimmetriatengelyre. Azt allitjuk, hogy ezzel a



P sokszog minden AB, BC és C' A tipusu élét pontosan egyszer hasznaltuk fel, amibdl az indukcios 1épés helyessége
kovetkezik.

Valoban, egy AB tipusu él pontosan abban az egy haromszogben lesz benne, amelynek harmadik cstcsat ugy kap-
juk, hogy a B jeli csucsot tiikrozziik a P sokszog A jeld csticson athalado szimmetriatengelyére; fenti megéllapitasaink
alapjan ez éppen egy C' jeld csucs lesz. Szimmetria okok miatt minden AC tipusu él is pontosan egy haromszogben
lesz benne. Végiil egy BC tipusu élbédl kiindulva, tekintsiik annak felez6 merdlegesét. Ez szimmetriatengelye lesz a P
sokszognek, éppen ezért dthalad annak egy jol meghatarozott csicsan, ami a fenti megallapitasok miatt csakis A jeld
lehet. Ez és csakis ez lehet a keresett haromszdg harmadik csdcsa.

Végezetiil lassuk azt a megoldast, amely ravilagit a feladat valodi geometriai, vagy ha Ggy tetszik, algebrai hatte-
rére. A keresett harmas csoportokra valéd felosztas ugyanis megvaldsithaté a 3 elemi test feletti n-dimenziés affin tér
egyeneseinek segitségével. Hogy ez pontosan mit is jelent, az remélhetéleg kideriil az alabbi gondolatmenetbdl.

V. megoldas (Rdcz Béla Andrds megoldasa alapjan). Legyen p egy tetsz6leges primszam. A kovetkezs altalanos
tételt fogjuk bebizonyitani: egy p" szégpontu teljes graf éleit csoportositani lehet ugy, hogy az egyes csoportokban
1évé élek egy-egy p szogpontu teljes graf élhalmazat alkossak. Lathatjuk, hogy p = 3 esetén ez ekvivalens a kitizott
feladattal.

Tekintsiik az a = (a1, ag, . . ., a,) sorozatokat, ahol minden i-re a; p-nél kisebb nemnegativ egész. Ezek szama éppen
p™. Ezek lesznek a p elemi test feletti n-dimenzids affin tér pontjai, melyeket az adott teljes graf szogpontjaival azo-
nositunk. Ezekre a pontokra egyben vektorként is gondolunk ugyantgy, ahogyan a 3-dimenziés euklideszi tér pontjait
azonosithatjuk az origobol oda mutaté vektorokkal. Az a és v pontok Gsszegén, vagy ha gy jobban tetszik, az a pont
v vektorral valo eltoltjan az a + v = (a1 + v1, a2 + va, . .., an + v,,) pontot értjiik, ahol az a; + v; Osszegeket modulo p
kell tekinteni. Nyilvan két pont kiilonbségét is értelmezhetjiik hasonldé modon, és igaz lesz az, hogy a+ (b —a) = b.
A v pont (vektor) a-szorosén, ahol o € {0,1,...,p — 1} pedig az av = (av1, avs,...,av,) pontot (vektort) értjiik,
ahol természetesen az awv; szorzatokat ismét csak modulé p kell értelmezni. Ezt persze megtehetjiik tetszéleges 3 egész
szam esetén is, és ha « és B ugyanolyan maradékot adnak p-vel osztva, akkor nyilvin av és v ugyanazt a pontot
jeloli ki.

Hogyan lehetne értelmezni két kiilonb6z6 a és b ponton atmend egyenest? Kézenfekvs, hogy az a ponthoz adjuk
hozza a v = b — a vektor skalarszorosait, ahogy azt az euklideszi esetben is tennénk. Nem nehéz megmutatni, hogy
minden egyenes p kiilonb6z6 pontbdl all. Elgszor is, legfeljebb p pont lehet az egyenesen, hiszen elegendd a v vektor
0,1,...,p— l-szeresét hozzéadni a-hoz. Ha most a + jv = a + kv lenne két kiilonb6z6 j,k € {0,1,...,p — 1} szamra,
akkor a v vektor minden egyes v; koordinatdjara jv; és kv; megegyezne moduld p. Vagyis (k — j)v; oszthato lenne
p-vel, ami csak ugy lehetséges, ha minden v; = 0, ami ellentmond annak, hogy a és b kiilénb6z6 pontok voltak.

Barmely két kiilonb6z3 pont meghataroz tehat egy egyenest, melynek p pontja van. A sorsdonts észrevétel az, hogy
béarmely két kiilonb6z6 egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja van, vagy méasképp szoélva, barmely két pont pontosan
egy egyeneshez tartozik hozza. Ebb6l a bizonyitandé allitds mar kdvetkezik: a keresett p szogpontu teljes grafokat
éppen a kiilonb6z6 egyeneseknek feleltethetjiik meg.

Feladatok

1) Igazoljuk, hogy az a és b pontokon dtmend egyenes meghatarozasaban a és b szerepe felcserélhetd.

2) Igazoljuk, hogy ha ¢ = a+ a(b —a) és d = a+ 3(b — a) az a és b pontok altal meghatarozott egyenes két
kiilonbo6z6 pontja, akkor a és b rajta van a c és d pontok altal meghatarozott egyenesen. Hogyan kovetkezik ebbdl a
megoldasban emlitett ,sorsdont&” észrevétel?

3) Hogyan értelmezhetnénk két egyenes parhuzamossagat?

4) Hogyan lehetne sikokat definialni? Héany pontja lesz egy siknak? Hogyan nézhet ki két sik kozos pontjainak
halmaza?

5) Milyen problémakba iitkoznénk, ha egy p primszam helyett egy m Osszetett szamra probalnank a fenti tételt és
annak bizonyitasat atvinni?



