I. megoldas (Kocsis Albert Tihamér és Zsbdn Ambrus megoldasa alapjan). Az allitast n-re vonatkozo teljes
indukcioéval bizonyitjuk. Elgszor is gy6z6djiink meg arrol, hogy az allitds n = 2, 3 esetén igaz. Valéban, ha n = 2, akkor
3
felteteliink 1 < % < 2, ahonnan b > 2 = f;. Ha pedig n = 3, akkor 5 < % < 2 miatt b > 3 = f3. A tovabbiakban
tegyiik fel tehat, hogy m > 3 és az allitast 2 < n < m esetén mar igazoltuk.
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fnfl fn
. Az egyenl6tlenségben szerepld szamokat eggyel csokkentve kapjuk, hogy
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Legyen most n = m + 1, és tegyiik fel, hogy , tovabba az a, b pozitiv egészekre
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Mivel az egyenl6tlenség mindkét szélén (és igy kozépen is) pozitiv szamok allnak, a benne szerepld kifejezések reciprokat
véve az egyenl6tlenség irAnya megvaltozik, és a kdvetkez6t kapjuk:

m b m
fo o b fmn

fmfl a — b fm '
Ezért az indukcids feltevésiink alapjan a — b > f,,41. Az imént nyert egyenlGtlenségben szereplé szamokat megint
eggyel csokkentve, majd az igy kapott szamok reciprokat véve most az

fmfl a'_b fm
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egyenlGtlenségre jutunk, ahonnan ismét az indukcios feltételt alkalmazva megéllapithatjuk, hogy 2b — a > f,.
Az igy nyert két eredményt Gsszegezve:

b=(20—a)+ (a—b) > fn + frnt1 = fnr2 = fat1

adodik, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben az &llitds n = m + 1 esetén is igaz. Hogy az indukcios 1épést teljessé

tegyiik, meg kell vizsgalnunk azt is, mi torténik, ha Jmt1 = ffn > % > % = % Ebben az esetben is
m n—1 n m+1

sz6r0l szora elmondhatjuk az el6zd érvelést; az egyetlen kiilonbség, hogy a felirt egyenlStlenségekben mindenhol fel

kell cserélniink a ,,<” és ,,>" relaciok szerepét.
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II. megoldas (Egri Attila megoldasa alapjan). A megoldas soran feltessziik, hogy

szamot megszorozva a pozitiv bf,_1 f, szdmmal a

bfrzy, < afn—lfn < bfn—lfn+1

egyenl6tlenségre jutunk. Itt az elss két szam kilonbsége, f, - (afn—1 — bfy,) olyan pozitiv egész szam, amely oszthatd
fn-nel, ezért nagysaga legalabb f,. Hasonl6 okok miatt a masodik két szam kiilonbsége, fr—1 - (bfn41 — afy) legalabb
fn—1. Kovetkezésképpen a két széls6 szam kiilonbsége:

b(fn—lfn—i—l - fz) > fn + fn—l = fn—i—l-

Elegend6 tehat annyit megmutatni, hogy kyn, = fr_1fni1 — f2 = 1.

Ha n = 2, akkor k,, = 1, ha pedig n = 3, akkor k,, = —1. Még néhany értéket megvizsgalva azt tapasztaljuk, hogy
k, értéke felvaltva 1 és —1, vagyis k, = (—1)". Valoban, n = 2 esetén ez igy van, ha pedig valamely n > 2 egész
szamra mar belattuk, akkor

ki1 = frfnsz = frgr = fa(fo + fop1) — [y = .
= f’r27, - fn-i-l(fn—i-l - fn) = f’r27, - fn+1fn—1 =—kn = _(_1)n = (_1)n+ :

Mivel esetiinkben b és f,, 11 is pozitiv, sziikségképpen k,, is pozitiv, vagyis értéke nem lehet mas, mint 1, amint azt
fn > g > fn+1

fnfl b fn '

Megjegyzés. Ebb6l a megoldasbol leolvashaté az az altaldnosabb eredmény is, mely szerint ha az a, b, x, y, 2z, v

bizonyitani kivantuk. Teljesen hasonlé moédon jarhatunk el akkor is, ha

x a z
pozitiv egészekre yz —axv =1 és — < 3 < —, akkor sziikségképpen b > y + v.
Y v

II1. megoldas. Tegyiik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy n paros. Az el6z6 megoldas soran hasznalt f,_1fn11 —
n a fn+1
< =<
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f2 = (—1)" osszefiiggeés alapjan tehat a feltétel most alakban teljesiil. Az

n

E fn _ afnfl_bfn
b fn—l bfn—l




kiilonbség pozitiv, ezért itt az egész értéki szamlalo legalabb 1. Kovetkezésképp

fn fn—i—l fn 1
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ahonnan bf, 1 > fn—1fn, vagyis b > f,.

Jn+2 tortet, ez kisebb, mint f"H. Ha

fn+1 fn

fn+2 a fnJrl

fn—i—l b fn

is teljestil, akkor az el6z6 érveléshez hasonlé médon kapjuk, hogy

1 fn+1 _ g < fn+1 _ fn+2 1

bfn = fn b fn ot Setifa

Vizsgaljuk az

ahonnan b > f,41.

a
Ha 3= ;"+2, akkor b > f+1, ugyanis fp4o2 és f41 relativ primek. Errél igy gy6z6dhetiink meg: ha egy d pozitiv
n+1
egész szam osztoja fr4o-nek és f,1-nek is, akkor osztdja az f,, = fr42 — fne1 killonbségnek is. Ezt a gondolatmenetet

tovabb folytatva lathato, hogy d osztdja az fr—1, fn—2, ..., f1 szdmoknak is. Mivel f; = 1, d nem lehet més, mint 1.

Mar csak azt kell megvizsgélnunk, mi van akkor, ha ffn < % < ?"H. Ehhez az £, = foiofn-1 — fafnil
n—1 n+1
kiilénbséget tekintve, teljes indukcioval kénnyen kaphato, hogy ¢, = (—1)", és ezért

a In <fn+2_fn _ 1
bfnfl b fnfl fn+1 fnfl fnqufnfl7

ahonnan ismét b > f, 1 adodik.
Teljesen hasonlé eljarassal érhetiink célt akkor is, ha n paratlan szam.

Tobben az ugynevezett Farey-sorozatok elméletét hasznaltak fel bizonyitasuk soran. Az alabbiakban erre mutatunk
egy példat.
01
IV. megoldas (Pallos Péter megoldéasa alapjan). Az F; = <I; I) sorozatbol kiindulva rekurziv moédon készitsiik
el a kovetkezs sorozatokat. Ha az JF,, sorozatot mar definidltuk, akkor annak barmely két egymast kdvetd % és 2 eleme
+c

a
kozé illessziik be az tortet. Kénnyd ellendrizni, hogy ha az F,, sorozat szigorian névekedé volt, akkor ugyanez

igaz az igy kapott Fj, 41 sorozatra is. Megoldasunk az alabbi két tételre tamaszkodik: 1) az F,, sorozatban minden tért
redukdlt alakban jelenik meg; 2) minden 0 és 1 kozé esd raciondlis szam eleme valamelyik F,, sorozatnak.

n—1 , n
es
fn n+1

fnfl

Vegyiik észre, hogy szomszédos elemei az F,, sorozatnak. Valéban, ez n = 2 esetén igy van, ha pedig

és In
n fn+1

valamely n > 2 egész szamra az JF, sorozat szomszédos elemei, akkor az F, 1 sorozatban e két tort

kozé éppen az
fnfl + fn _ fnJrl
ot far1 fat2

tortet illesztjiik be, igy az allitas n + 1-re is teljesiilni fog.

Mivel az f,, sorozat szigortian novekedd, a feladatban szerepld % tort 1-nél nagyobb. A fent emlitett tételek alapjan

v b fnfl 4 fn

b
a — tort tehdt valamilyen redukalt — alakban megjelenik valamely ., sorozatban. Mivel — az és —— tortek
a a a fn fn-i-l

egyikénél nagyobb, méasikanal kisebb, nyilvanvald, hogy m > n. Az F,, sorozatok konstrukcidjabol adéddan viszont

n—1 , n
€S

fﬂ fn—i—l

lathat6, hogy minden, az kozé bekeriils tort szamlaléja legalabb f,,—1 + f, lesz, amiért is

b > b/ > fn—l +fn = fn—i—lu

ahogyan azt bizonyitani akartuk.

Megjegyzés. Ebben a megoldasban tulajdonképpen ,agytval 16ttiink verébre”, tudniillik a Farey-sorozatokra vonat-
kozo tételek bizonyitdsdhoz éppen azokra a gondolatokra van sziikség, amelyeket az el6z6 megoldasok soran hasznal-
tunk.



