I. megoldas. A K, O, M pontok a haromszog belsejében helyezkednek el. Ha a csicsokat A, B, C, a megfelels
szogeket «, 3, v jeloli, akkor BAM < = 90° — 8 = CAO<. Itt a masodik egyenlSség abbol kovetkezik, hogy az AOC
egyenls szaru haromszogben a keriileti és kozépponti szégek tétele miatt AOC'<t = 25. Mivel az AK félegyenes felezi a

BAC szoget, megallapithatjuk, hogy az AM és AO félegyenesek az AK félegyenesre szimmetrikusan helyezkednek el.
A harom félegyenes nem eshet egybe (kiilonben a haromszog egyenld szart lenne). Azt kaptuk tehat, hogy a KM és
KO szakaszok az A cstcsbol ugyanolyan szog alatt latszanak, tovabbé az AK egyenes elvalasztja az M és O pontokat.
Ez az allitas természetesen akkor is igaz, ha A helyébe a haromszog B vagy C csicsat irjuk.
Tegyiik fel most, hogy az A, M, K, O pontok egy koron helyezkednek el. A keriileti szogek tételének megforditasa
szerint a KM és KO szakaszok hossza ekkor egyenld. Ez a két szakasz a haromszog csticsaibol ugyanolyan szog alatt
latszik. Vizsgaljuk meg tehat, hogy mi azon P pontok mértani helye, melyekbdl a két egyenls szakasz ugyanolyan szog

alatt latszik.

1. dbra

Ha egy adott P-re ez a sz0g ¢, akkor P illeszkedik valamelyik, a K M szakaszra emelt ¢ sz6ghoz tartozo i latokorivre,
és ugyanigy valamelyik, a KO szakaszra emelt ¢ szogl j latokorivre is. Azt mondjuk, hogy az i ivet a K M szakaszra
befelé emeltiik, ha az ¢ iv és az O pont a KM egyenesnek ugyanazon az oldalan helyezkednek el; ellenkezs esetben
kifelé emelt latokorivrdl beszéliink. Félreértésrol itt nem lehet szo, hiszen a feltétel szerint a K, O és M pontok nem

esnek egy egyenesre. Ezt a szohasznalatot értelemszertien kovetjiik a j ivre vonatkozoan is.

Ha az i és j ivet is kifelé emeltiik, akkor metszéspontjuk, amennyiben létezik, az M O szakasz f felez6 merGlegesén
helyezkedik el, hiszen KM = KO miatt a két kor egybevagd. Ugyanez a helyzet akkor is, ha mindkét ivet befelé
emeltiik. Az egyetlen kivétel, ha a két latokorivnek kozos K végpontjukon kiviil még legalabb két kozos pontja van.
Ez pontosan akkor kévetkezik be, ha a két iv ugyanannak a kérvonalnak, vagyis a K, O, M pontokra illeszkeds k

Elképzelhets-e, hogy valamelyik ivet (mondjuk az i ivet) kifelé, mig a masik ivet befelé emeltiik? A két iv ebben
az esetben pontosan akkor metszi egymast, ha ¢ kisebb a K MO szognél. Ekkor j metszi az OM szakasz M-en tuli

koérvonalnak a része.
meghosszabbitasat, ahonnan a KM és KO szakaszok ugyanolyan szog alatt latszanak, vagyis éppen ez a pont lesz a
két koriv metszéspontja. Egy ilyen pont azonban nem lehet az ABC haromszog csticsa, mert ekkor az ezen a csicson

és K-n dtmend egyenes nem vélasztané el az M és O pontokat.

2. abra

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a haromszég minden egyes cstcsa vagy az f egyenesen, vagy a k korvonalon
helyezkedik el. Mivel a K pont illeszkedik f-re, a csicsok koziil legfeljebb egy eshet f-re, vagyis legalabb kettd a k

korvonalra esik, és éppen ezt kellett bizonyitanunk.
az A, M, K, O pontok egy k koron helyezkednek el. Jegyezziik meg, hogy ez a k kor egyértelm, hiszen a négy pont
kiilonb6z6. Ahogyan azt az elézé megoldés sordn lattuk, KM = KO, vagyis K illeszkedik az MO szakasz f felez6

II. megoldas (Rdcz Béla Andrds megoldasa alapjan). Jelolje a haromszog csucsait A, B, C, és tegyiik fel, hogy
merdlegesére. Jegyezziik meg, hogy a B, O és M pontok nem esnek egy egyenesre, mert abban az esetben AB = BC

lenne.



Tekintsiik az M BO szog e szogfelezéjének az M BO haromszog koré irt £ korrel alkotott L metszéspontjat. A keriileti
szogek tételének megforditasa miatt M L = LO, vagyis az L pont illeszkedik az f egyenesre. Amint az el6z6 megoldés
elsé felében kideriilt, a K pont is illeszkedik az e egyenesre és az f egyenesre, most pedig latszik, hogy ugyanez az L
pontra is igaz. Kovetkezésképpen, ha az e és f egyenesek nem esnek egybe, akkor K = L, vagyis a B, O, K és M
pontok egyarant az ¢ korre illeszkednek. Mivel a K, O, M pontok kiilonb6zsk, sziikségképpen k = £, vagyis k dtmegy
a haromszog B csicsan is.

O I/K M K:L
A8
k=1/
A
k
¥
3. dbra

Ha az e és f egyenes egybeesik, akkor f athalad a B csucson, vagyis BM = BO = R, ahol R az ABC haromszog
koré irt kor sugara. Ha azonban Mo az M pontnak az AB oldalra esé merdleges vetiilete, akkor BM¢o = BC cos 8 =
2R sin «cos f3, vagyis
_ BMc

sin o

BM

=2Rcosf3.

1
Ezért cosf = =, 8 = 60°. Egyszeri szogszamolassal adodik, hogy ekkor az AC szakasz az M, K és O pontok
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mindegyikébol 120° szog alatt latszik. Mivel az M, K, O pontok az AC egyenesnek ugyanazon az oldaldn vannak,
ilyenkor az A, M, K, O, C pontok vannak egy koron, amely nem lehet més, mint k.
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4. dbra

II1. megoldas (Harangi Viktor megoldasa alapjan). Ahogyan azt mér korabban is lattuk, a K, O, M pontok
kiilonbozsk, KM = KO és az OM egyenes nem halad 4t az ABC haromszog egyetlen cstcsan sem. Tegyiik fel, hogy
az OM egyenes elvélasztja az A csucsot a tobbi kett6tsl. Ekkor az OM szakasz f felez6 merdlegese (amely illeszkedik a
K pontra) sziikségképpen metszi a BC oldalt. Ellenkez6 esetben ugyanis az M és O pontok koziil valamelyik (mondjuk
M) a B és C pontokhoz is a masiknal kozelebb helyezkedne el. Mivel K egyarant rajta van az M BO és M CO szogek
szogfelezGjén, a szogfelezs tétel miatt a BK és a CK egyenes is M-hez kozelebb metszené az OM szakaszt, ami miatt
K is kozelebb helyezkedne el M-hez, mint O, ami ellentmondasra vezetne.

A B és C cstcsok koziil tehat az egyik az f egyenesnek ugyanazon az oldaldn van, mint M, a mésik pedig O-val
van megegyez6 oldalon. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy BM < BO és CM > C'O, ahol legalabb
az egyik helyen hatarozott egyenl6tlenség all. Az MO szakaszt tehat a BK egyenes M-hez, a CK egyenes pedig O-hoz
metszi kozelebb (valamelyik metszéspont esetleg egybeeshet az MO szakasz felez6pontjaval, mindketts azonban nem).
Kovetkezésképpen az OM egyenes elvalasztja a K pontot a B és C' cstucsoktol. Megallapithatjuk tehat, hogy a B és
C cstucs is az M KO szogtartomanyban helyezkedik el.



5. dbra

Tiikrdzziik most a C pontot az f egyenesre, igy kapjuk a C’ pontot. Ekkor KC'O< = KCM< = KCO< miatt, és
mert C, ¢’ a KO egyenes ugyanazon oldalara esik, lathatjuk, hogy a K, C, C’, O pontok egy koérdn helyezkednek el,
ami szimmetria okok miatt az M ponton is atmegy. C' tehat illeszkedik a KOM haromszog koré irt korre. Ugyanilyen
okok miatt B is illeszkedik erre a korre, az A csics viszont nem, hiszen az MO egyenes nem véalasztja el az A és K
pontokat. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. Szitkség van-e arra a feltételre, hogy a haromszog oldalai paronként kiilonboz6k? Ha a haromszog
egyenld szard, akkor a K, O, M pontok egy egyenesre esnek. Egy kor tehat csak akkor mehet 4t mindharom ponton,
ha koziilik kett6 egybeesik, vagyis ha a héromszog szabalyos. Elegendé lett volna tehat annyit feltenni, hogy egy
szabalyostol kiilonb6zd hegyesszogl haromszogrél van szo.

Ha a haromszog nem hegyesszogl, akkor persze szabalyos sem lehet, tehat nincsen sziikség ilyen feltételre. Ha
azonban a haromszog derékszogt, akkor az M pont egybeesik a haromszog egyik cstiicsaval. Ha tehat egy kor atmegy
a K, O, M pontokon, akkor sziikségképpen atmegy a haromszog egyik csticsan is. Egy masik cstcson viszont akkor
és csak akkor mehet 4t, ha a harmadik csticsnal 1évé szog 60°. (Miért?) Derékszogi haromszogekre ezek szerint nem
érvényes az allitds. Mi a helyzet, ha valamelyik sz0g tompaszog? Ebben az esetben valamivel tobb diszkussziéra van
sziikségiink a megoldas soran, az allitds mindazonéltal érvényben marad.

Feladatok

1) Egy tompaszogi haromszog magassagpontja M, beirt korének kozéppontja K, koriilirt kérének kozéppontja
pedig O. Bizonyitsuk be, hogy ha egy kor atmegy a K, O, M pontokon és a haromszog egyik csicsan, akkor atmegy
egy masik cstcson is.

2) Egy derékszogit6l kiilonb6zs haromszoghoz pontosan akkor van olyan kor, amely atmegy a K, O, M pontokon
és a haromszog egyik csicsan, ha a haromszog valamelyik szoge 60°.



