I. megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik olyan x egész szam, amelyre
a*+ (a+ )" + bt =22

Alakitsuk at az egyenletet: a*+b* = 22— (a + b)*. A bal oldalt tovabb alakitvas [(a+ b)? —2ab] ? 2022 = 22— (a+b)",
azaz 2(a + b)* — 4ab(a + b)* + 2(ab)® = 2. Innen 2> = 2 [(a+ b)® — abf.

Az egyenl@ség csak akkor allhat fenn, ha = 0, mert a bal oldalon egy négyzetszam all, melyben minden primtényezs
paros hatvanyon szerepel, a jobb oldalon viszont a 2 kitev§je paratlan.

Vagyis (a + b)* — ab = 0. Elvégezve a négyzetre emelést, kapjuk, hogy

a? +ab+b* =0.
Innen, ha b = 0, akkor a is egyenld 0-val. Ha viszont b # 0, akkor
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A diszkriminéns negativ, vagyis nincs megoldédsa az egyenletnek még a valos szamok korében sem. A kifejezés csak
a = b =0 esetén lesz négyzetszam.

II. megoldas. Négyzetszam (és igy minden negyedik hatvany is) 4-gyel osztva 0-t vagy 1-et adhat csak maradékul,
elébbit akkor, ha paros, utobbit akkor, ha paratlan. Valoban, ha x paros, akkor « = 2k, ezért 2 = 4k? oszthato 4-gyel.
Ha pedig  paratlan, akkor x = 2k + 1, igy

2= 2k +1) =4k + 4k +1=4(k> + k) + 1.

gy a, b és a + b koziil legfeljebb egy lehet paratlan, hiszen az Gsszegiik — ami négyzetszam — csak igy adhat 0
vagy 1 maradékot 4-gyel osztva. Ha azonban pl. a paratlan, és akkor b sziikségképpen péros, ugy a + b is pératlan
lenne, ami ellentmondas. Tehat a és b egyarant paros (és akkor persze a + b is az): a = 2aq, b = 2b;. Ezért, ha
at + (a+b)* + b = 16(af + (a1 + b))t + bi) négyzetszam, akkor af + (a1 + b))t + b? is az. Igy a1 és by egyarant
péaros, és igy tovabb. Azt kaptuk, hogy a és b a 2-nek akidrhanyadik hatvanyaval oszthato, ami csak akkor lehetséges,
ha a = b = 0; ez a feladat egyetlen megoldésa.



