I. megoldas.
a) Csak az olyan szamok kozott érdemes keresni, amelyekben 9-cel oszthatd szamu egyes van, hiszen csak ezek
oszthatok 9-cel. Legyen a szamjegyek szdma 9n. Ekkor a szam szorzatta alakithato:

_ In—1 In—2 _
111...11 =10 + 10 + +10+1

In
= 111111111 (10771 41092 ... 4107 + 1).

Az els6 tényezs szorzattd bomlik; a kilenc darab egyesbél allo 111111111 = 111-1 001 001. Itt mindkét tényezd oszthato
3-mal, de 9-cel egyikiik sem, a 9n-jegyi szam tehat pontosan akkor oszthaté 81-gyel, ha a 10-hatvanyok Osszegébdl
all6 masodik tényezs oszthatd 9-cel. Ez pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha 9-cel oszthaté szamua 10-hatvany szerepel
az Osszegben. A legkisebb n, amelyre ez igaz, a 9, tehat a 81 csupa egyesbdl allo legkisebb tobbszorose a 81 darab
egyesbdl 4ll6 szam.

b) Ismét olyan szamok kozott keresiink megfelel6t, amelyekben az 1-esek szama oszthato 9-cel. A legkisebb szobajove
szamoknak tiz jegye van, egyikiik 0. Minden ilyen szam megkaphaté agy, hogy a tiz egyesbdl allé6 szambol kivonunk
egy nala kisebb 10-hatvanyt. Vizsgéljuk meg a 10-hatvanyok maradékat 81-gyel osztva a 0-tél a 9-es kitevéig.

kitevd o172 (3|4 ]5]|6]|7]8]9
maradék | 1|10 | 19 | 28 | 37 [ 46 | 55 | 64 | 73 | 1

A tiz egyesbdl all6 szam 81-es maradéka ezek Osszege: 334 = 4 - 81 4+ 10. A felsorolt 10-hatvanyok k6zott van olyan,
mégpedig pontosan egy, amelynek ugyanennyi a 81-es maradéka: ez a 10. Ezt elhagyva 1111111101 adédik: ez a szdm
oszthatd 81-gyel, a tobbi legfeljebb tizjegyti egyesekbdl és nullakbol allé szam pedig nem.

A vizsgalt szamok koziil tehat a tizjegyd 1111111101 a legkisebb.

Ricz Béla Andrds (Budapest, Fazekas Mihaly Fév. Gyak. Gimn., 10 o.t.)

II. megoldas. El6szor hatdrozzuk meg a 10 hatvanyainak a maradékat 81-gyel osztva. Ha U, jeloli az n darab
egyessel felirt szamot, akkor egyrészt 9U,, = 10" — 1, mésrészt U,, jegyeinek az Oszege n. Ismeretes, hogy egy tizes
szamrendszerben felirt szam ugyanazt a maradékot adja 9-cel osztva, mint a szamjegyeinek az 6sszege: U, =n (mod 9).
Ezt a kongruenciat — a modulussal egyiitt — 9-cel szorozva kapjuk, hogy 9U,, = 9n (mod 81), ahonnan

(1) 10"=9n+1 (mod 81).

Térjliink most ra a megoldasra. A fentiek szerint
a)
Up=104+10"+---+10" ' =9- (0+1+2+ -+ (n—1)) +n=
n(9(n —1)+2)

=———5 " (mod8l).

Mivel (2,81) = 1, azért 81 | U,, pontosan akkor teljesiil, ha 81 | n(9(n — 1) + 2). A szorzat mésodik tényezGje nem
oszthatoé 3-mal, igy maga a szorzat pontosan akkor oszthat6 81-gyel, ha az els6 tényezs, n a 81 tobbszorose. A legkisebb
ilyen n a 81, igy a keresett szdm a 81 darab egyessel felirt szam.
b) A keresett szam oszthato 9-cel, igy a szamjegyek Osszege is, tehat legalabb 9 egyesbdl all.
10-(9-9+2
A fentiek szerint Uyg = % = 415 = 10 (mod 81), ezért olyan 10-hatvanyt keresiink, amelyik 10

maradékot ad 81-gyel osztva. (1) szerint ez akkor teljesiil, ha
10" =9k +1=10 (mod 81),

azaz
9k =9 (mod 81).

A talélt kongruenciat a modulussal egyiitt 9-cel végigosztva
k=1 (mod9),

azaz k = 1. Ez pedig azt jelenti, hogy Ujg — 10 = 111...11—10 = 1111111101 oszthato 81-gyel, ennél kisebb adott
—_—

10
alaki szam pedig nem.

III. megoldas. A feladat a) részére.



9
9
A binomialis tétel szerint 10 = 9+ 1)9 = Z (k:) -9, Vegyiik észre, hogy ebben a kifejtésben csak az els6 két
k=0

9
tag nem oszthato 9%-nal: 93 (2) .92, ha pedig k > 3, akkor 9% oszthaté 93-nal. Eszerint 10° = 14 9% (mod 9?). Ismét

a binomidlis tétel szerint

109" = (1+9%)" Z() 9% (mod 9°).

k=0

Ha k > 2, akkor a fenti kifejtés tagjai oszthatok 93-nal, igy
10 =14 81n  (mod 9°).

109" — 1
Innen Uy, = ———— = 9n (mod 9?), azaz Uy,, = 9n (mod 81). Innen nyomban adoédik, hogy Uy, pontosan akkor

oszthatd 81-gyel, ha 9n, tehat ha n oszthatd 9-cel.

Megjegyzések 1.) A masodik megoldasban felhasznédlt 10™ = 1 + 9n (mod 81) kongruencia is megkaphat6 a bino-
mialis tétel felhasznalasaval.

2.) Az n-re vonatkozo teljes indukcioval igazolhato, hogy 9™ legkisebb olyan tobbszorose, amelynek tizes szamrend-
szerbeli alakja csak az 1 szamjegyet tartalmazza a 9" jegyt Ugn, pontosabban hogy 9" | Uy, akkor és csak akkor teljesiil,
ha 9" | k. Ez azt jelenti, hogy a ,csupaegy” szamok korében korlatlanul kiterjeszthets a 9-cel valé oszthatosag szabalya:
egy ilyen szam pontosan akkor oszthat6é egy 9-hatvannyal, ha a jegyeinek az Osszege ilyen. Ha pedig a jegyek szama
egy 9-hatvany tobbszorose, akkor még az a szabaly is érvényben marad, hogy egy ilyen szam ugyanazt a maradékot
adja egy megfelel§ 9-hatvannyal osztva, mint a jegyeinek az Gsszege: a k-ra vonatkozo6 teljes indukcioval adodik, hogy

Upnoor =95 - Upy =m- 9% (mod 9*+1).



