Legyen f = anx™ + an_12" ' + ...+ a1z + ag, ahol ay, . .., ao egészek. Ha 3 tetszoleges szam, akkor f-et mindig
atirhatjuk y = = — 8 hatvanyai szerint:

f@)=fly+B)=anly+B)" +an-1(y+B8)" " +...+aily+ ) +ao =

=" Fen 1y T eyt = 9(y).

Itt nyilvan ¢, = a, és f(8) = g(0) = co. A ¢; egylitthatok méar nem feltétleniil egészek; ha azonban S egész szam, akkor
mindegyik c; is egész, hiszen ezek az eredeti a; egyiitthatokbol és 3-bol kaphatok meg néhany Osszeadas és szorzds

A
(az aj(y + B)’ hatvanyozésok elvégzése és rendezés) eredményeként. Ugyanigy lathato az is, hogy ha 8 = B racionalis

szam (A és B egeszek), akkor legalabbis B"¢; értéke egész, minden i-re.
Alkalmazzuk észrevételeinket elGszor arra az esetre, amikor 5 = k egész szam. Az elmondottak szerint ekkor

f=bule—k)" +bp_i(x— k)" " +...+bi(z—k)+ bo,

ahol a b; egyiitthatok egészek, és by = f(k). Ha p és ¢ egymashoz relativ prim egészek és f (2) = 0, akkor
q
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0—f<9)—bn<9—k> +bn1<3—k) +...+b1<3—k)+b0,
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o_q”<bn<9—k) +bn1<9—k> +...+b1<9_k>+b0>_
q q q

n—1

=bn(p—kq)" + gbp_1(p — kq) 4. 4 q" " i(p — kq) + q"bo.

Az utobbi egyenlGség jobb oldalan egy kivételével mindegyik tagbol kiemelhets p — kq; mivel az Gsszeg értéke nulla,
azért az utolsé tag is oszthato (p — kq)-val:
p—kq| q"bo.
Feltevésiink szerint p és ¢ relativ primek, igy p — kq is relativ prim ¢-hoz, tehat ¢"-hez is; ezért a kapott oszthatosag
csak ugy teljesiilhet, ha valoban p — kq | by = f(k).
Megmutatjuk, hogy az allitdis megforditasa is igaz; ehhez tegyiik fel, hogy p és ¢ # 0 olyan egészek, hogy a
p —kq | f(k) oszthatésag minden k egészre teljesiil. Irjuk 4t az f polinomot ezuttal z — a hatvanyai szerint:

P n p n—1 »
f_cn<z—a) +Cn1<$_a) +"'+Cl<$—a)—|—co,

ahol tehat ¢y = f <£>, és a ¢; egyltthatok ¢"-szeresei egész szamok. Ezt felhasznalandé szorozzuk az egyenlGség
q

mindkeét oldalat ¢*"-nel:

" f = (¢"ca) gz — p)" + q(q"cn1)(gz —p)" " + ...+ ¢" (@ 1) gz — p) + ¢"(q" o),

igy minden k egész szamra

" f(k) = (q"cn)(gk —p)" + q(q"cn1) (g —p)" " + ..+

+¢" (¢"c1)(gk — p) + ¢"(¢" o).

Feltettiik, hogy a bal oldalon all6 f(k) oszthato (p — kq)-val, a jobb oldalon pedig az utolsé kivételével mindegyik
taghol kiemelhets gk — p = —(p — kq); ezért az utolso tag, ¢"(q"co) is oszthato (p — kq)-val. Ez minden k egészre
fonnall, tehat (¢ # 0 szerint) a ¢"(¢"¢op) szamnak végtelen sok osztoja van. Ez csak ugy lehet, ha ¢"(¢"¢o) = 0, vagyis

f(2—9>—00—0
q

Megjegyzések: 1. A bizonyitas elsG részében lényegében azt hasznaltuk fel, hogy ha b gyoke az f(z) polinomnak,
q
p—kq

akkor

eredménynek, hogy egy egész egyiitthatos polinom racionalis gyokének egyszertsitett alakjaban a szamlaloé osztdja a
polinom konstans tagjanak, ami a polinom 0 helyen vett helyettesitési értéke. Az allitds egyébként a k = 0 specilis
esetben éppen ezt adja.

2. Az idézett eredménnyel egyiitt szokas kimondani, hogy a raciondlis gyok nevezsje, ¢, osztdja a féegyiitthato-

gyoke a g(x) = f(x + k) polinomnak. Az allitas elss része igy egyszertd kovetkezménye annak az ismert

nak. E két feltétel egyiittesen is csak sziikséges ahhoz, hogy az egyszertsitett alakban felirt b gyoke legyen az f(x)
q

polinomnak, egy sziikséges és elégséges feltételt épp a feladat mond ki.



