A feladatot 2001 helyett tetszéleges n kitevére oldjuk meg.
1

Tekintettel arra, hogy az adott és a keresett kifejezés hasonlo alaka, vizsgaljuk meg, hogy {a} + {—} milyen a-ra
a

1
lehet egész szam. A 0 < {a} <1és0< {—} < 1 miatt az Osszeg ilyenkor vagy 1, vagy pedig 0. Ez utébbi csak akkor
a

1 . 1 1 1 1
lehetséges, ha a és — is egész, azaz a = £1. Igy 1 = {z} + {—} =xz—[z]+—— [—} miatt x + — egész szam, de sem
a T x x T

I, sem — nem az.
T

1
Az n szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy ekkor tetszoleges n-re 2" + — is egész szdm; n = l-re a

kiindul6 feltételt nyerjiik, ami nyilvanvaloan igaz. Tételezziik fel, hogy valamilyen k-ig minden természetes szamra

1 1 1 1
igaz az allitas. Ekkor (a: + —> . <xk + —k> =F 4 i e i ¥~ ebbol pedig
x x x x

k+1 k k—1

ahol az indukcids feltevés szerint a jobb oldalon

1 | L1
(+3) () (em)

is egész — ezzel az allitasunkat belattuk. A bizonyitott allitas szerint (minden n-re)

egész szamok, tehat z*+1 + 0
okt

o= ] = e+ {5
is egész szam.
Lattuk, hogy egy ilyen alaku Osszeg csak akkor lehet egész szam, ha az 0 vagy 1; 0 pedig csak akkor, ha 2" = +1,

azaz ¢ = +1, ezt a lehetGséget azonban a feladat feltételei kizarjak. Tehat minden n pozitiv egészre {«"} + {x7"} = 1.

3 5
Megmutatjuk, hogy talalhat6 olyan z, amely eleget tesz a kiindul6 feltételnek. Legyen pl. z = +T\/_, ekkor

12 6-2/5_ 3-V5
z  3++5 4 2

Ezek Osszege egész szam, nevezetesen 3, de maguk nem egészek, tehat a tortrészeik osszege 1.
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Megjegyzések. 1. Felmeriil a kérdés, hogy mely x-ekre all fenn a feladatban adott Osszefiiggés. Az x + — € Z
T

1
megallapitasbol © + i k (ahol k € Z) kivetkezik. Ebbdl pedig az z° — kx + 1 = 0 masodfoki egyenletet nyerjiik.

k2 —4 kE+vVk?—4 k—+vVk?—4

Ennek megoldasai a ————— alakt szamok, mégpedig a — s reciproka éppen a ———— . A kapott
gyok minden |k| > 2 egészre megoldast ad, de |k| = 2 esetén maga a gyok is egész. Ez az x nem megfelels, igy |k| > 3
sziikséges; masrészt egyszertien beldthatd, hogy x értéke mas k-ra nem lehet egész.

2. Az x lehetséges értékeinek ismeretében pdros k esetén konnyen lathato, hogy 2%t +

3001 egész, de pératlan

k esetében ez mar nem nem annyira nyilvanval6. Ekkor a megoldasban is latott indukcidval (vagy az Osszegben
keletkezs 2002 tag egyiitthatoinak ellendrzésével) szamolhaté ki ugyanez. Ebb6l (ahogyan azt a megoldasban lattuk)
maér kovetkezik, hogy a tortrészeik Osszege is egész szam, de nem 0, tehat 1.



