I. megoldas. Az e egyenes pontjait tekintve az AB és a CD zart intervallumok egyesitésén kiviili pontokra
APB< = CPD< = 0°, az egyenes tovabbi pontjaiboél pedig az egyik szakasz 0°,a masik pedig 180°-0s szdgben latszik,
illetve ha P egybeesik valamelyik megadott ponttal, akkor az egyik sz6g nem értelmezhets. Az e egyenesen tehat az
AB és CD zart szakaszok kivételével minden pont megfelels (1. dbra).

1. dbra



Legyen most P ¢ e és tegyiik fol, hogy APB< = CPD<. A keresett ponthalmaz szimmetrikus az e egyenesre, igy
elegendd az e altal hatarolt egyik félsikban vizsgalni a keresett pontokat.

Vizsgaljuk elGszor a ,szimmetrikus” esetet, amikor a két szakasz egyenlé, AB = CD. Az az eltolas, ami az AB
szakaszt a CD-be viszi, az A, B, P pontokon dtmend k kort — ez most létrejon — a C', D pontokon dtmend k' korbe
viszi (2. dbra). Ha P képe P’, akkor nyilvan APB< = CP'D<, ez utobbi tehat a feltétel szerint egyenls a CPD<
szoggel. Mivel P és P’ ugyanabban a félsikban vannak, azért a 1atokor mértani hely tulajdonsaga miatt P is rajta van
a k' koron, a P pont tehat a k és k' kordk — egyik — kdzos pontja.



2. dbra

A k' kort viszont a k tiikorképeként is megkapjuk, ha a tiikrozés tengelye az AB és CD szakaszok t szimmetria-
tengelye. Mivel pedig kornek és tiikorképének a kozods pontjai — ha vannak — illeszkednek a tiikrozés tengelyére, a P
pont rajta van a t egyenesen. Az pedig nyilvanvalo, hogy ennek a tengelynek minden pontja hozzatartozik a keresett
halmazhoz.



A fenti gondolatmenet alkalmas kiterjesztésével az altalanos, AB # CD esetben is megkapjuk a megoldést. Tekint-
siik azt a pozitiv ardnyu kozéppontos hasonlosagot, ami az AB szakaszt a C'D-be viszi. (Ha AB # CD, akkor ilyen

CD
létezik, kozéppontja, O, az e egyenesen van, ardnya A = E) Az A, B, P pontokon dtmend k kort ez a hasonlosag a

C, D pontokon atmend k" korbe viszi (3. dbra).

3. dbra



Ha P képe P’, akkor a specialis eset gondolatmenetét kovetve APB< = CP'D<, hiszen a kdzéppontos hasonlésig
szdgtarto, a feltétel szerint pedig APB< = CPD<. Igy CP'D<x = CPD<, P a k' korén is rajta van, a két kor, k és

k' a P pontban metszik egymast.
OA OC

Az O pont valasztasabol OB~ 0D’ azaz

OA-0OD =0C - 0B,

az AB szakaszt tehat a kézéppontos hasonlosagon kiviil az O polust,

r=vVOA-0OD =+OC -OB

sugart inverzid is a CD szakaszba viszi (4. dbra). Ez az inverzio a k kort egy olyan korbe viszi, ami atmegy a C
és D pontokon, tovabba az inverzié poélusa, O hasonlésagi centruma a k kornek és a képének. Mindez egyértelmiien
hatarozza meg a k' kort, igy a k kort a fenti inverzio is a k’-be viszi. Ha pedig egy kor és az inverze metszik egymaést,
akkor a metszéspont rajta van az inverzio alapkorén. A P pont igy rajta van az O kézéppontu r sugara k* koron.



4. dbra

Megmutatjuk, hogy &* minden pontja hozzatartozik a keresett ponthalmazhoz.
A k¥ elvalasztja az AB és a CD szakaszokat, igy az a két pont, ahol az e egyenest metszi, a mértani helyhez
tartozik. Ha P olyan pont a k* korén, ami nincs rajta az e egyenesen, akkor az A, B, P pontokon atmend &k kort mind

az O kozéppontit A = —— aranyt hasonlésag, mind pedig a k* kdrre vonatkozo inverzié ugyanabba a k' kdrbe viszi

AB



(5. dbra). Mivel az inverzi6 sorén a P képe énmaga, a P ponton a k' kor is dthalad. Ha pedig a kdzéppontos hasonlosag
soran a P képe P’, akkor a APB< = CP'D«<, a keriileti szogek tétele szerint pedig a k' korben CP'D< = CPD<.
A két egyenlGséget Osszevetve APB< = CPD< valoban.

5. dbra

II. megoldas. Huzzuk meg a BPC' sz0g belss szogfelez$jét és messe ez az e egyenest a P-t6l fliggé Mp pontban.



Nyilvanvalo, hogy APB< = C'PD< pontosan akkor teljesiil, ha PMp felezi az AP D< szbget is (6. dbra). Ha AP = PD,
akkor PMp mersleges az e-re és igy BP = PC is teljestil, Mp felezi AD-t és BC-t is, tehat AB = CD, az ébra
szimmetrikus a PMp egyenesre, P tehét rajta van a szimmetriatengelyen, amelynek nyilvan minden pontja megfeleld.

6. dbra

AP BP
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy AB # CD, ami azt jelenti, hogy az D~ A1, illetve a = Ao ardnyok értéke



nem 1. Ez azt jelenti, hogy P rajta van az A és D pontokhoz tartozd Aj, illetve a B és C pontokhoz tartozd Ay ardnyu
Apolloniusz-féle koron. A szogfelezs-tétel szerint mindkét kor athalad az Mp ponton is, igy a korok kézéppontja rajta
van PMp felez6 mer6legesén, ami most nem parhuzamos e-vel. Ismeretes, hogy a kérok kozéppontja az e egyenesen is
rajta van, ez viszont azt jelenti, hogy a két Apolloniusz-kor kézéppontja egybeesik, a két kor tehat azonos (7. dbra).

7. dbra



8. dbra

Jelolje a korok kozos kézéppontjat Op. Ismeretes, hogy ha a K, L pontokhoz tartozd A # 1 ardnytu Apolloéniusz-kor
kozéppontja O, sugara r, akkor OK - OL = r? (8. dbra). A két kor kozéppontja és sugara most azonos, igy

7‘2 = OPA . OPD = OPB . OPC



OpC  OpD
OpA  OpB’
CD-be nagyithato (vagy kicsinyithets). Ennek a pontnak a helyzete pedig nem fiigg a P ponttol, csak az AB és CD
szakaszok helyzetétdl, Op = O a két szakasz kiils6 hasonlosagi pontja. Az Mp = M pont helyzete sem fiigg tehat P-t6l
és a két egybeesé Apolloniusz-kor sem. Ha tehat AB # CD és APB< = CPD<, akkor P rajta van az O kozépponti
r=+vVOA-OD = VOB - OC sugari korén, ahol O a két szakasz, AB és CD kiils6 hasonlosagi pontja.

A megforditas most mar nyomban adddik az Apolloéniusz-féle kdr mértani hely tulajdonsagabol és a szogfelezs-

tételbsl. Ha P egy tetszoleges pont a kozos Apolloniusz-koron és P ¢ e — ami nyilvan foltehet6 — akkor egyrészt

AP AM BP BM
5D — 3D és igy PM felezi az APD< szoget, masfel6l ugyanigy —— PC = 0 és igy PM felezi a BPC< szoget is.

MC
Ebbol pedig valoban APB< = CPD< kovetkezik.

A kapott egyenlGséget atrendezve az Op tehat az a pont az e egyenesen, ahonnan az AB szakaszt a




