I. megoldas. A binomidlis tétel szerint
2n 2n i 2n i
vEr = (M X (1))
i paros i paratlan

illetve

a-vay = > (V) > ()

(3
i paros i paratlan

A bizonyitandé allitasban szerepld Gsszeg igy éppen
1 2n 2n
an:§{(1+\/§) +(1-V3) }
Vegyiik észre mésfelsl, hogy
(1+v3)" = [(1+ \/5)2}" = (4+2v3)"=2"(2+V3)"

és ugyanigy (1—+/3)™" =2"(2—v3)".
Eszerint a, = 2" [(2 + \/g)" + (2 — \/g)n} , igy elegendd igazolnunk, hogy (2 + \/§)n + (2 — \/§)n paros szam.

Ez ismét a binomiélis tételb6] kovetkezik: a két kifejtésben a v/3 paros kitevsji hatvanyait tartalmazoé tagok értéke
egyenld, a paratlan kitevGjd hatvanyokat tartalmazoé tagok pedig egymas ellentettjei. Eszerint

2+V3)"+(2-v3)"=2 Y <7Z> (V3)'2n .

i paros

Mivel (\/g)l egész, ha ¢ paros, ezért (2 + \/§)n + (2 — \/§)" egy egész szadm kétszerese, tehat valéban paros.
Kevei Péter (Szeged, Radnoti Miklos Gimn., 12. évf.)
Megjegyzés. A megoldas soran valojaban az alabbi azonossagot alkalmaztuk két alkalommal:

(a+b)"+(a—b)" =2 Z <7Z> bla™t.

i paros

II. megoldas. Az els6 megoldashoz hasonloan indulva az alapvetd észrevétel ismét az, hogy a feladatban szerepls

0sszeg,
2n 2n 2n
= 34 ... 3n
o= (5)+ (5)sr (o)
az (1+ V3 )Qn binomiélis kifejtésének ,racionalis része”, (1 + V3 )2n = a, + b,V/3, ahol b, is egész szam.

Masfelsl (1 + \/g)zn = (4 + 2\/5)" = 2" (2 + \/g)" Ismét a binomialis tétel szerint

(2+V3)" =cn +dnV3,

ahol ¢, és d, is egész szamok. A két kifejtés egyenlGségébdl:
an +bpV3=2" ¢, +2" - d, V3.

A bizonyitando allitas, 2" | a,,, most mar kdvetkezik abbol, hogy ha egy valos szam felirhato p + q\/§ alakban, ahol p
és ¢ raciondlis szamok, akkor ez a felirds egyértelmd. Ekkor ugyanis a,, = 2"c¢,, ahol ¢, egész.
Az egyértelmiiség bizonyitasahoz legyen p; + @1V3 = ps+ ¢2V3, pi, i € Q. Rendezés utan

p1—p2= (g2 — q1)V3.

Ha q1 # g2, akkor a bal oldalon egy racionalis, a jobb oldalon pedig egy irracionalis szdm &ll, ami nem lehetséges. Igy
q1 = q2 és akkor persze p; = pa.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



Sparing Ddniel (Budapest, ELTE Radnoti Miklés Gyakorldo Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. A feladat allitasat sokan teljes indukcidval bizonyitottak, felhasznalva a binomialis egyiitthatok k6zott

1
fennallo <n + ) = (n) + (k j_ 1) alapvets osszefiiggést. A bizonyitashoz igy sziikség volt egy masik oszthatosag kimondésara

k+1 k
2n 2n 2n i 2n n—1
<1>+<3>3+”'+<2i+1>3 +"'+<2n_1>3 .

és parhuzamos bizonyitasara:
Kocsis Albert Tihamér (Budapest, Fazekas Mihaly Gimnéazium, 10. évf.) megold4sabol kideriil a két mennyiség kozti kapcsolat.

n 9 ) n—1 9 ) )
Bevezetve az an, = E <2n> 3 ésab, = E (2‘ Z 1) 3’ mennyiségeket
i i

i=0 i=0

2n

és a II. megoldasban latottak értelmében ez a feliras egyértelmd.

(1+V3)" = (1+V3)’(1+V3)™ = (4+2V3) (an + baV3) =
= (4an + 6by,) + (4b, + 2a,)V3.

A hivatkozott egyértelmiség miatt an+1 = 4an + 6by €8 but1 = 4by + 2a,. Mivel (V3 + 1)2 =442V3, a1 =4 és by = 2, igy
innen és a kapott rekurziokbol teljes indukciéval nyomban ad6dik, hogy 2" | a,, és a bizonyitashoz ugyancsak sziikséges 2" | by,.

2. Erdekes utat valasztott Rdcz Béla Andrds (Budapest, Fazekas Mihaly Gimnéazium, 10. évf.). A vizsgalt Gsszegnek az
I. megoldasbol ismert ,szimmetrikus alakjat” felirva:

2": <2n> i (V)T (1= V)

- 2
bevezette az . .
(1+v3)" +(1-+3)
2

sorozatot. Maga a sorozat egy masodrendd linedris rekurzié: eyyo =t - exy1 + s- ex explicit alakja. Ezt tudva magat a rekurziot
is konnyd megtalalni. Az egyiitthatok: ¢t = s = 2 és igy

e =

(%) ek+2 = 2€p41 + 2ek.

Mivel eg = e1 = 1, azért a (x) rekurziot felhasznalva teljes indukcioval kozvetleniil adodik, hogy ha k > 2m, akkor 2™ | ex. Ha
k = 2n = 2m, akkor éppen a feladat allitasat kapjuk.



