I. megoldas. Ha P a négyzet AB vagy CD oldalegyenesén van, akkor a feltétel nyilvin nem teljesiil. Ha tehat
sin APB< = sin DPC'<, akkor létezik az A, B, P pontokon atmend ky és a C, D, P pontokon atmend ko kor. Ezekben
a korokben AB és CD egyenls vagy kiegészitG keriileti szogekkel szemkozti hurok. Mivel a négyzet oldalai, ezért
egyenldk, igy a ki és ko korok egybevagok.

Megforditva, ha P két egybevago kor kozos pontja, amelyek egyike A-n és B-n, a masik pedig C-n és D-n megy at,
akkor az APB< és DPC< egyenl6k, vagy pedig 180°-ra egészitik ki egymast, tehét sin APB<t = sin DPC<. A szo6ban
forg6 mértani hely tehat az AB-n illetve a C' D-n d4tmend egybevago korparok kozos pontjaiként adodik.

Tekintsiink tehat egy tetszbleges ki kort, amelyik atmegy az A és B pontokon. A C' és D pontokon ekkor két
olyan kor megy at, amelyik egybevago a ki-gyel: a ki tiikorképe az AD és BC' f felez6 merGlegesére, illetve az a kor,
amelyet ugy kapunk, ha ki-et eltoljuk az AD = BC vektorral. (Az AB szakaszt mindkét transzformécié a CD-be
viszi.) Jeloljiik a tiikrozéssel kapott kort koi-gyel, az eltoltat pedig koo-vel. (Ha k1 éppen az AB atmérdji kor, akkor
ko1 = ka2.)

1. eset: ky és koy kOzOs pontjai.

Ha a két kor, ky és k21 nem esik egybe, akkor legfeljebb két kozos pontjuk van. Ezek — ha 1étrejonnek —rajta vannak
a tiikkrozés tengelyén. Igy az f egyenes pontjait kapjuk, és ennek nyilvan minden pontja el6all az f-re titkros ABP
illetve DC'P pontokon atmend egybevagd korok metszéspontjaként. (Ilyen P pontokra egyébként az APB és a DPC
szOgtartomanyok is tiikrosek az f-re, igy a szinuszuk egyenld.) (1.a., 1.b. abrak.)



l.a. dbra 1.b. dbra
Ha ky és ko1 azonosak, akkor ky = ko1 a négyzet koriilirt kore. A fentiek szerint ennek a koérnek a négyzet
cstcsaitol kiillonb6z6 valamennyi pontja a mértani helyhez tartozik (2.a., 2.b. dbrak). A megforditas most is kézvetlenﬁl
leolvashato a P barmely helyzetében negyed- vagy haromnegyed korlvnyl keriileti szogek addédnak. Ha P az AB vagy
a CD iven van, akkor az egyik sz6g 45°, a masik pedig 135°, mig a BC vagy a DA iven mindkét szog 45°-0s.



2.a. dbra 2.b. dbra

2. eset: k1 és koo kizOs pontjai.



S.a. dbra 3.b. dbra

A két kor és a négyzet kozos szimmetriatengelye az AB felezd merdlegese, igy a létrejovs két metszéspont koziil azt
vizsgaljuk, amelyik a B, C pontokkal azonos félsikban van (3.a., 3.b. abrak). A koo kort a ky eltoltjaként kaptuk, igy

ha a P-n keresztiil parhuzamost htzunk BC-vel, akkor ez a ki kort abban a ) pontban metszi, amelyre QP = BC,

az eltolas soran éppen a Q pont képe a P. Az eltolas igy a k1 kor QB ivét a koo kor PC' ivébe viszi. Mivel pedig
egybevago korokben egyenls ivekhez egyenl keriileti szogek tartoznak, a keo-beli PDC'< és a ki-beli QPB< egyenld.



A PQBC paralelogrammaéban pedig QPB< = CBP<. A két eredményt egybevetve
PDC<« = CBP«,

a P pont rajta van a négyzet AC atlojan. (A korok mésik metszéspontja az AC atld centralisra vonatkozo tiikorképén,
a BD atlon van.)

4.a. dbra 4.b. dbra



Megforditva, az atlok minden pontjara fennall a szoban forgo egyenldség. Ha P az AC 4tlo pontja (4.a., 4.b. dbrak),
akkor DPC<« = CPB<. Mivel A, C és P egy egyenesen vannak, kiils¢ P pontra CPB< = APB< (4.a. abra), bels6
P pontra pedig CPB< = 180° — APB<.

5. dbra

Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, a mértani hely a négyzet f szimmetriatengelye, valamint a koriilirt kor,
tovabba a két atlo egyenese a négyzet csticsainak a kivételével (5. abra).



Megjegyzés. Az egybevagd ki és ko illetve ki és koo korok metszéspontjainak a vizsgélata koordinatageometriai eszkozokkel
is torténhet. Igy okoskodott Ta Vinh Tong, a budapesti Fazekas Mihaly Gimnézium 11. osztélyos tanuldja. A most kovetkezs
megoldas teljes egészében koordinatageometriai eszkozokkel oldja meg a feladatot.

II. megoldas. Valasszuk a négyzet oldalat 2 egységnyinek és helyezziik el egy derékszogi koordinatarendszerben
ugy, hogy a cstcsok koordinatai legyenek A(—1;—1), B(1; 1), C(1;1), D(—1;1).

Ha P(x,y) tetsz6leges pont, akkor a P tavolsaga az AB egyenest6l |y+1|, a CD egyenestdl pedig |y—1|. Ha P kiilon-
bozik az A és B pontoktol, akkor az esetleg elfajulo ABP haromszog teriiletét kétféleképpen folirva a tavolsdgformula
felhasznalaséaval sin AP B< kifejezhets:

2Tapp = AP - BP -sin APB< = AB - |y + 1],

sin APB = 2y +1]
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Ha P kiilonbozik a négyzet csticsaitol — ellenkezs esetben a szogek valamelyike nem értelmezhets — akkor a fenti
kifejezésekben a nevezdk értéke nem nulla. A mértani hely egyenlete igy

sin DPC' =
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Emeljiik négyzetre (1) két oldalat. Ilyen lépéssel a megoldashalmaz altalaban b&viil, most azonban nem ez a helyzet.
A négyzetre emeléssel kapott egyenlet ugyanis most olyan P pontok megjelenését eredményezi, amelyekre

sin APB< = —sin DPC«.

Ez azt jelenti, hogy a feladat természetes értelmezése szerint konvex APB és DPC szogtartomanyok mellett az
Gket 360°-ra kiegészité konkav szogtartomanyok is megjelennek. Ezek korében a |sin APB<| = |sin DPC«| feltétel
ekvivalens a megfelel6 konvex szogekre vonatkozé sin AP B< = sin DPC'< feltétellel.
Az (z+1)% =a, (@—1)>=b, (y+1)* =¢, (y — 1)> = d mennyiségek bevezetésével (1) a négyzetre emelés utan
igy alakul:
4c 4d

(a+c)b+c) (a+d)(b+d)

Innen

cla+d)(b+d) =d(a+c)(b+c).

Az egyenl6ség két oldala a valtozok ¢ <+ d cseréjére folcserélédik, ami azt jelenti, hogy a két oldal kiilonbségébdl (c— d)
kiemelhetd. Valoban beszorzas és rendezés utan

cab — dab + cad — dac + cdb — deb + cd® — dc? = (¢ — d)(ab — cd) = 0.

Visszahelyettesitve:
cmd=(y+1)°~(y—1)" —dy
ab—cd= (2" —1)" = (y* = 1)" = (2® —y*)(2* + y* - 2),

a négyzet csicsaival bévitett ponthalmaz egyenlete:
y(@® —y*)(@® +y* - 2) = 0.

y = 0 az z tengely egyenlete, ez a négyzet AD-t és BC-t felez6 szimmetriatengelye. 22 — y? = 0 metsz6 egyenespar, a
négyzet két atlojanak az egyenlete, végiil 2° + y*> — 2 = 0 a négyzet koriilirt korének az egyenlete.

A bizonyitasbol kovetkezik, hogy a négyzet csucsaitol eltekintve valamennyi pontra teljesiil a sin AP B< = sin DPC<
feltétel. Ez egyébként kozvetleniil is kdnnyen igazolhato a talalt pontokra.

A keresett mértani hely igy a négyzet BC-re mer6Gleges szimmetriatengelye, a négyzet atloegyenesei és a négyzet
koriilirt kore a négy cstcs, 4, B, C, D kivételével (5. abra).

Lovrics Kldira (Budapest, E6tvos Jozsef Gimnézium, 12. o.t.)



