I. Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, vagyis az a; + b;, a; + ci, b; + ¢; szamok kozott legfeljebb k
kiilonbo6z6 szam talalhato, ezek halmazat jelolje T'. Vilagos, hogy minden 1 < ¢ < n esetén az a; + b;, a; + ¢, by + ¢;
szamok péaronként kiilonbozék, vagyis T-nek egy 3-elemt részhalmazat alkotjak. Tovabba, ha a; +b; =z, a; +¢; =y
ésb;+c; =z,akkora; = (x+y—2)/2,bi=(x+2z—y)/2és ¢; = (y+ 2z —x)/2. Az {x,y, 2} halmaz ismeretében az
{a;, b;,¢;} halmaz tehat egyértelmtien meghatarozhato. Minthogy

(3): ()

leteznek 1 <4 < j < n indexek gy, hogy {a;, b;, ¢;} = {a;,b;,¢;}, ami azonban lehetetlen.
. k
A masodik allitas bizonyitasahoz tekintsiik a T = {¢1, t2,. .., ¢;} halmazt, ahol ¢; = 4°. Legyen n = (3) , és jeldlje

T1,T5,...,T, a T halmaz 3-elemi részhalmazait. Ha T; = {4%,47,4"}, ahol 1 < u < v < w < k egész szamok, akkor
legyen a; = (4" + 4% —4%)/2,b; = (4" +4Y —4Y)/2 és ¢; = (4" + 4% —4")/2, ekkor nyilvan a; + b;, a; + ¢;, b, +¢; € T
Ezért elegends megmutatni, hogy az a;, b;, ¢; (1 < ¢ < n) szamok mind kiilonbozok.

a; = b; vagy a; = c¢; semmilyen ¢,j esetén nem &llhat fenn, hiszen az a; szdmok mind negativak, mig a b;, c¢;
szamok mind pozitivak. Az sem lehet, hogy b; = c;, hiszen a b; szAmok mindegyike valamelyik (22572 2%71) alaku
intervallumba esik, mig a c¢; szdmok mindegyike valamelyik (22571, 225) alaku intervallumba esik, ahol 3 < s < k egész
szam.

Legyen most T; = {4“,4%,4%} és T; = {4%,4Y,4°}, ahol 1 u<v<w <k és 1<z <y <z <k egész szamok.
Tegyiik fel, hogy ¢; = ¢;, ekkor

47 4 4% — 4% =4Y 4 47 — 4%,

Mivel 4% < 49 4 4% — 4% < 4¥F1 g5 47 < 4Y 4 47 — 4% < 471 ez csak ugy lehet, ha w = z, kovetkezésképpen
AU — 4% = 4Y — 47 Ttt 4V <4V — 4% <4V es 4V < 4Y — 4T < 4Y, ezért az egyenlGség csak ugy allhat fenn, ha v =y,
és ekkor sziikségképpen v = x, i = j is igaz. A ¢; szamok tehat mind kiilonb6zsk.

Ugyanilyen gondolatmenettel megéllapithatjuk azt is, hogy mind az a; szdmok, mind a b; szamok kiilénbozsk,
amivel a bizonyitas végére értiink.

II. Megoldas. A feladat els6 részére mutatunk egy masik indoklast, ez Kiss Demetertdl szarmazik. Tegyiik fel
ismét, hogy az allitassal ellentétben a 3n Osszeg kozott legfeljebb k kiilonboz6 szdm talalhaté. Ekkor ezek koziil
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a; +¢; Osszegek koziil ketts is egyenls lenne a-val, akkor az a;, b;, ¢; szamok kozott lenne két megegyezs. Az altalanossag

valamelyik, jeloljiik ezt a-val, legalabb alkalommal fordul el6. Ha valamilyen i-re az a; + b;, b; + ¢; és

megszoritasa nélkiil feltehetjiik tehéat, hogy minden 1 < i < ( 5 ) + 1 esetén az a; + b;, b; + ¢; és a; + ¢; Osszegek
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koziil pontosan egy lesz a-val egyenls. Az ezen Gsszegek koziil fennmaradé 2 < 9 + 1> Osszeg most mar csak

k — 1 kiilonboz6 értéket vehet fel, van tehéat egy olyan érték, jeloljiik ezt b-vel, amely legalabb

2<(k;1>+1>/%—d)>k—2

alkalommal fordul el§. Az el6z6 okoskodashoz hasonléan tehat feltehetjiik, hogy minden 1 <14 < k—1 esetén az a; + b;,
b; + ¢; és a; + ¢; Osszegek kozil az egyik a-val, egy méasik pedig b-vel egyenls. A még megmarado k — 1 Gsszeg pedig
mar csak legfeljebb k — 2 kiilonb6z6 értéket vehet fel, lesz tehat koztiik ketts, amelyik megegyezik. Ekkor azonban az
ezekhez tartoz6 a;, b;, ¢; szdmharmasok is megegyeznek, mely ellentmondéas bizonyitja az allitast.

A tovabbiakban a feladat masodik részére mutatunk tébb megoldéast.

ITI. Megoldas. Tekintsiik a T = {t1,o,...,¢,} halmazt, ahol t; = 3°. Legyen {z,y, 2} és {u,v,w} az {1,2,...k}
halmaz két 3-elemii részhalmaza. Az I. megoldashoz hasonldan, annyit kell csak megmutatnunk, hogy ha

3 4+3V—3° 3u43v-—3v
2 o 2 ’

akkor a két részhalmaz szitkségképpen megegyezik, és z = w. Valoban, ekkor 3* +3Y+3% =3 +3"+3° = A. Haaz A
szamot harmas szidmrendszerben irjuk fel, akkor annak 0-t6l kiillonb6z8 szamjegyei kozott vagy harom 1-es, vagy egy
1-es és egy 2-es szamjegy szerepel, hiszen x = y = w nem lehetséges. A feliras egyértelmiisége miatt az els§ esetben
{z,y,w} és {u,v,z} az {1,2,...k} halmaznak ugyanaz a 3-elemd részhalmaza. Mivel z,y # z, ebb6l w = z, majd
{z,y} = {u,v} is kovetkezik, ahogyan azt bizonyitani kivantuk. A masodik esetben azt kapnank, hogy {z,y,w} és
{u,v,z} az {1,2,...k} halmaznak ugyanaz a 2-elemt részhalmaza. Mivel & # y, ez meg kellene egyezzen az {z,y}
halmazzal, ahonnan z € {x,y} kovetkezne, ami nem lehetséges.

IV. Megoldas. Ahogyan azt az eddigi megoldésok is sugalljak, elegend6 azt megmutatni, hogy minden k pozitiv
egész esetén létezik egy olyan Ty = {t1,t2,...,tx} halmaz, melyre t, + t, + t, = t, + ¢, + tw akkor és csak akkor



teljesiil, ha az z, y, z szamok valamilyen sorrendben megegyeznek az u, v, w szdmokkal. Valéban, ekkor nem nehéz
k
megmutatni, hogy a (t; +t, — t,)/2 alakban felirhato 3(3) szam (ahol {z,y,z} az {1,2,...k} halmaz tetszleges

3-elemt részhalmaza) mind kiilonboz6.

Ha k = 1 akkor a ¢t; = 1 valasztas nyilvin megfelels. Elegend6é megmutatni azt, hogy létezik olyan végtelen
t1,t2,...,t;, ... sorozat, hogy minden ¢ > 2 esetén ¢; nem irhaté fel r1¢; + ... 4+ r;—1¢;—1 alakban, ahol ry,...7r;_1
raciondlis szamok. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik ilyen sorozat, tekintsiik a T} halmazt, és tegyiik fel, hogy t,+t,+t. =
ty + ty + ty teljesiil valamilyen 1 < z,y, z,u,v,w < k esetén. Legyen i az x, y, 2z, u, v, w indexek kozott el6forduld
legnagyobb szdm. Ha most ¢; nem ugyanannyiszor szerepelne az egyenléség két oldalan, akkor atrendezés utan egy
t; =rit1 +...+r;—1t;—1 alakt egyenlGséghez jutnank. Ezért ¢ ugyanannyiszor szerepel az z, y, z szamok kodzott, mint
az u, v, w szdmok kozott. Mindkét oldalrdl elhagyva a t;-vel egyenls tagokat, és az el6bbi lépést megismételve végiil
azt kapjuk, hogy az x, y, z szdmok valamilyen sorrendben valéban megegyeznek az u, v, w szdmokkal.

Tegyiik fel tehat, hogy k > 1, és a t1,...,tx—1 szdmokat mar meghataroztuk a fenti kivainalomnak megfelelGen.
Ekkor az r1t1 +. ..+ rg_1tx—1 alakban felirhaté szamok halmaza megszamlalhatdan végtelen, mig az Gsszes valos szam
halmaza nem az, létezik tehat olyan ¢y valos szam, mely nem irhato fel r1t; + ... 4+ rp_1tx—1 alakban. Ezért a kivant
tulajdonsagu sorozat létezése azonnal kdvetkezik a teljes indukcié elvébdl.

Megjegyzések. 1. Az el6z6 megoldasban nem konstruktiv modon igazoltuk egy alkalmas t1,t2,...,t;,... sorozat létezését.
Megmutathato6, hogy példaul a t; = /p; valasztassal, ahol p; az i-edik pozitiv primszamot jeloli, megfelel§ sorozathoz jutunk.
Ennek bizonyitasa azonban méar tdl messzire vezetne.

2. Ahogyan azt Kocsis Albert Tihamér észrevette, a feladat atalanosithaté a kovetkez6 modon. Legyenek k& > ¢ > 3 egész

t
k
szamok, n > <t> Ha a;1,ai2,...,ait (1 <i < n) tn kilonbozé valos szam, akkor a Zai —ar (1 <i<n,1<k<t)szamok
i=1

k
kozott legalabb k 4 1 kiilonb6z6 szam taladlhato, n = . esetén pedig ez nem mindig van igy. Ennek igazolasat az olvaso

konnyen elvégezheti, nincsen sziikség hozza alapvetSen Gj gondolatra.

3. Merében mas a helyzet, ha kéttagi Osszegeknél maradunk. Viladgos, hogy ha k > 3 egész szam, n > , és a;, bi, ¢, d;

3
(1 <i < n) 4n kiilonb6z6 valés szam, akkor az a; + bi, a; + ¢, ai + ds, by + ¢, bi + di, ¢; + d; 6sszegek kozott legalabb k + 1
kiilonboz6 szam talalhaté. Megleps modon ez az allitas lényegesen nem javithat6. Erdemes elgondolkozni a kovetkezs feladaton:

k k
minden k > 3 egész szamra létezik 4 3 kiilonb6z6 valés szam, aq, b, ¢, di |1 <7< 3 agy, hogy az a; + b;, a; + ¢,

a; + di, by + ci, by + di, ci + d; Osszegek kozott legfeljebb 2k kiilonb6z6 szam talalhato.



