I. Megoldas. Ha n = 1, akkor az allitds nyilvanvalé, n > 1 esetén pedig ekvivalens azzal, hogy talalhaté 2n
pont, melyek konvex burkanak legalabb 4 csiicsa van. Ha talalunk m > 2n pontot, melyek konvex burkanak legalabb
4 csicsa van, azok koziil mar konnytszerrel elhagyhatunk m — 2n pontot 4gy, hogy a megmaradok konvex burkanak
még mindig legalabb 4 csiicsa legyen.

Ha a pontok P halmazanak konvex burka nem hiromszog, akkor a fenti megjegyzés értelmében készen is vagyunk.
Feltehets tehat, hogy P konvex burka egy A; B1Ch haromszog. Tegyiik fel, hogy valamely i < n esetén az Ay,..., A4;
pontokat mar definidltuk ugy, hogy minden j < i esetén a P \ {A1,...,A;_1} ponthalmaz konvex burka éppen
az A;B1C1 haromszog. A P\ {A1,...,A;} halmaznak legalabb 2n pontja van, ezért az el6bbi megéllapitasunkhoz
hasonléan feltehetjiik, hogy e halmaz konvex burka is egy haromszog. Ennek két cstacsa nyilvan By és C7, a harmadikat
jeloljik A;q-gyel.

Megallapithatjuk tehat, hogy ha nem taldlhaté a pontok kdzott 2n olyan, melyek konvex burka nem haromszog,
akkor létezik egy Aj, Aa, ..., A, pontsorozat P-ben gy, hogy minden i < n esetén P\ {A1,..., A;_1} konvex burka az
A; B1C haromszog. Hasonléan készithetjiik el a By, Ba, ..., B, és C1,Cy, ..., C, pontsorozatokat is. Az igy kapott 3n
pont kozott kell legyen ketts olyan, amelyik egybeesik. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy A; = By.
Ekkor a

P\{A1,As, ..., A} \ {B1,B2,..., By} \ {C1}

ponthalmaznak legalabb n — 1 > 1 pontja van, és mindegyik belsé pontja mind az A;B1C1, mind a BrA;C; harom-
szognek. Ez azonban lehetetlen, hiszen a két haromszognek nincs kdzos belsé pontja. Ez az ellentmondéas igazolja az
allitast.

Megjegyzések. 1. Nem nehéz megmutatni, hogy a feladatban 3n — 1 helyébe 3n — 2 méar nem irhato. Valoban, legyen
A1B1Cy egy szabalyos haromszog, melynek kozéppontja O, és legyen A, B, C rendre az OAi, OB, és OC: szakaszok fe-
lez6pontja. Legyen ka, kp és kc egy-egy R sugard koriv, mely az A; és A, By és B, illetve C; és C pontokat koti Ossze.
Vegyiik fel a ka, kB, kc iveken az As,..., A,, Ba,...,Bp_1 és Ca,...,C,_1 pontokat. Ha n > 2 és R elég nagy, akkor a
P={A1,...,A,,B1,...,Bn_1,C1,...,Cn_1} 3n — 2 elemd ponthalmazbol nem valaszthat6 ki 2n pont, melyek konvex burka
nem haromszog. Ha ugyanis R elég nagy, akkor minden A;A; egyenes elvalasztja egyméastol a By és Cp pontokat. Ha tehat P
egy részhalmaza konvex burkanak csicsa az A; és A; pont is, akkor az Ai, ..., A, pontokon kiviil legfeljebb n—1 tovabbi pontot
tartalmazhat, tehat legfeljebb 2n — 1 pontja lehet. Hasonloképpen okoskodhatunk akkor is, ha a konvex burok a B; vagy a C;
pontok koziil tartalmaz legalabb kett&t csticsként. Kovetkezésképpen P minden 2n elemtd részhalmazanak konvex burka mind
az A;, mind a B; és ugyszintén a C; pontok koziil is csak egyet tartalmazhat cstacsként, és igy sziikkségképpen haromszog lesz.

2. Jelolje [z] az x valos szam f6lsG egész részét, vagyis az x-nél nem kisebb egész szamok koziil a legkisebbet. Megmutathato,
hogy az alabbi erésebb allitas is igaz.

Tegyiik fel, hogy n # 3, és adott a sikon [3n/2]—1 pont, melyek kozil semelyik hdrom nem esik egy egyenesre. Ekkor taldlhatd
kézottik n pont, melyek konvexr burka nem hdromszdg.

A kovetkezGkben erre az allitasra adunk még két bizonyitast. Jegyezziik meg, hogy a feltételnek csak akkor van értelme, ha
n pozitiv egész szam, és hogy n < 2 esetén az allitas nyilvan igaz. Ennek megfelelen a megoldasok soran feltessziik, hogy n > 3
egész szamot jelol. Paratlan n esetén a fenti konstrukcié apré modositasaval ellendrizhetjiik azt is, hogy ha a pontok szama
[3n/2] — 2, akkor az allitds mar nem marad igaz.

II. Megoldas. Tegyiik fel, hogy a P legalabb [3n/2] — 1 elemi &ltalanos helyzetd ponthalmaz nem tartalmaz
n pontot, melyek konvex burka nem haromszog. Legyen P konvex burka az ABC haromszog, és legyen A3 = A. Az
els6 megoldasban ismertetett modon készitsiik el az A1, Aa, ..., Ap, /27 sorozatot gy, hogy minden i < [n/2] esetén
P\ {A1,...,A;_1} konvex burka az A; BC haromszog legyen.

A

Rendezziik sorba az Aa, ..., A, 27 pontokat az A-bol nézve pozitiv irdnyban, és jelolje koziilik a két széls6t X
ésY. Az AX és AY egyenesek BC szakasszal alkotott metszéspontjat jelolje X' és Y/, Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy a B, X', Y’, C pontok ebben a sorrendben kdvetik egyméast a BC egyenesen. A BCX és BCY
héromszogek koziil valamelyik tartalmazza a méasikat. Ezek koziil a kisebbik, melyet lefed a BY'Y” és C X X’ haromszo-
gek egyesitése, tartalmazza a P’ =P\ {A1, As, ..., A[,/21, B,C} legalabb n — 3 elemi ponthalmazt. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy P’ pontjainak legalabb a fele a BY'Y’ haromszdgbe esik (abra). Vélasszunk ki



ezek koziil [(n— 3)/2] pontot, ezek halmazét jeldlje P”. Tekintsiik végiil a Q = P” U { Ay, Az, ..., A[,/21, B} halmaszt.
Q-nak [(n —3)/2] + [n/2] + 1 = n eleme van, és minden eleme az AY'B haromszdgbe, vagy annak hatérara esik.
Ezért az A, Y, B pontok a Q@ halmaz konvex burkan helyezkednek el. A konvex buroknak tartalmaznia kell tovabba
a P” halmaznak legaldbb egy pontjat is, ami ellentmond az indirekt feltevésiinknek.

III. Megoldas. (Ez a megoldas Lippner Gdbortol szarmazik.) Akarcsak az els6 megoldéasban, most is feltehetjiik,
hogy a pontok konvex burka egy ABC' haromszog. Két olyan pontot, mely a haromszog belsejében fekszik, kossiink
Ossze egy piros, kék vagy z0ld szind szakasszal aszerint, hogy az altaluk meghatarozott egyenes a haromszog harom
oldala koziil melyiket nem metszi: az AB, a BC vagy a C'A oldalt. Jelolje rendre P, K és Z azon pontok halmazat,
melyekbdl indul ki piros, kék, illetve zold szinii szakasz. Az n > 4 feltevés miatt az ABC haromszog belsejében legalabb
2 pont helyezkedik el, és ezért a P U K U Z halmaz megegyezik a haromszog belsejében 1év6 pontok halmazaval, tehat
[3n/2] — 4 eleme van. Megmutatjuk, hogy a P, K, Z halmazok valamelyikének az elemszama legalabb n — 2. Ennek
igazolasahoz készitsiik el a halmazok Venn-diagrammjat, ahol az egyes betiik a megfelel§ részhalmazok elemszamat

jelslik.
AV

Ha mondjuk a # 0, akkor van olyan pont a haromszog belsejében, amelyet minden tovabbi ponttal piros szini
szakasz kot Ossze, ekkor tehat

¢

|P|=[3n/2] —4>n—2,

hiszen n > 4. Feltehetjiik tehat, hogy a = b = ¢ = 0. Ez azt jelenti, hogy |[PUK UY| = 2 +y + y + v. Ha most
|Pl=y+z+4+wv, |K|=z2+2x+vés|Z| =z + y+ v mindegyike kisebb lenne, mint n — 2, akkor Gsszegzés utan a

3n—8<2([3n/2] —4) =2z +y+z+v) <|P|+|K|+|Z| <3(n—3)=3n—-9

egyenl6tlenséghez jutnank, ami lehetetlen.

Val6ban igaz tehat, hogy valamelyik halmaz elemszama legalabb n — 2. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy |P| > n—2 > 2. Tekintsiik a P’ = PU{A, B} legalabb n elemii halmazt, ennek konvex burka tartalmazza,
az A és B cstucsokat. Legyen D € P, és tekintsiik P-nek egy olyan E pontjat, melyre a DFE szakasz piros. Mivel a DE
egyenes nem metszi az AB szakaszt, az E pont nem lehet az ABD haromszdg belsejében. Ezért P’ konvex burka nem
lehet haromszog. Mar csak annyit kell megjegyezniink, hogy ekkor P’-bél kivalaszthaté egy n > 4 elemi részhalmaz,
melynek konvex burka szintén nem haromszog.



