Az els6 két megoldas a korre vonatkozd inverzié fogalmara tamaszkodik, ezért réviden Osszefoglaljuk ennek a
transzforméciénak legfontosabb tulajdonsagait. Ha adott a sikon egy O kozéppontd, r sugart k kor, akkor a k korre
vonatkozd inverzi6 a sik O-tol kiilonb6zd pontjainak az a leképezése, amely tetsz6leges P ponthoz az OP félegyenes
azon P’ pontjat rendeli hozza, amelyre OP-OP’ = 2. Ha az A pont (vagy alakzat) képe B, akkor a B ponté (alakzaté)
éppen A. A leképezés tehat egy-egyértelmi, a k pontjait helyben hagyja, k-n beliili pontokat pedig k-n kiviili pontokba
visz, és forditva. Ha egy kor az O pontot elkeriili, akkor a kdrvonal képe egy, az O-t szintén elkeriils korvonal, egy O-n
athaladé k; korvonal képe pedig egy O-ra nem illeszkeds egyenes: a k és k; korok hatvanyvonala. Fontos tulajdonsaga
az inverzionak a szogtartas: ha ki és ks egy-egy korvonal (elfajuld esetben O-ra nem illeszkedd egyenes), akkor a k)
és ki korok ugyanolyan szog alatt metszik egymést, mint a ki és ko korok. (Két egyméast metsz6 kor altal bezart szog
alatt kozos pontjukban huzott érintdik hajlasszogét értjiik.) Specidlisan, ha a ky kor k-t merdlegesen metszi, akkor
k' = k miatt k| is merclegesen metszi k-t, méghozza ugyanabban a két pontban, ezért ki = k;.

Ezek utan lassuk el6szor a legkevesebb diszkussziot igénylS megoldast.

I. Megoldas. Ha P az ABC héaromszog koré irhato k koron van, akkor Ap = Bp = Cp = P, ésigy az ApBpCp
haromszogrél nem beszélhetiink. Az egyazon hurhoz tartozo keriileti szogek egyenlGségérdl szolo tételre hivatkozva az

1. d@brdrdl leolvashato, hogy az ApBp P haromszog hasonldé a BAP haromszoghoz, fiiggetleniil attol, hogy P a k koron
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1. dbra
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Az ApBp = BpCp feltétel tehat ekvivalens az CP-CB feltétellel, vagyis azzal, hogy P az A és C pontokhoz,
valamint az B aranyhoz tartoz6 Apolloniusz-kornek k-ra nem illeszkedd pontja. (Abban a speciilis esetben, amikor
AB = CB, ez az Apolloniusz-kor elfajuld, és az AC szakasz felez6 mer6legesével egyezik meg.) Ugyanigy kapjuk azt

is, hogy az ApBp = ApCp feltétel ekvivalens azzal, hogy P a B és C pontokhoz, valamint az A aranyhoz tartozo

Apolloniusz-koérnek k-ra nem illeszkedd pontja. Az Ap BpCp haromszog tehat pontosan akkor szabélyos, ha P az
emlitett két Apolloniusz-kor (k-ra nem illeszkedd) kozos pontja.

Az AC egyenes elvélasztja az els6 Apolloniusz-kor k-val valo, B-t6l kiilonbdzé B’ metszéspontjat a B ponttol.
Ugyanigy, a BC egyenes elvéalasztja a méasodik Apolléniusz-kor k-val vald, A-t6] kiilonbozé A’ metszéspontjat az A
ponttol. Kovetkezésképpen az A, B, A’, B’ pontok a k korén ilyen sorrendben helyezkednek el (2. dbra), és ezért
a két Apolloniusz-koér mind a k koron belil, mind azon kiviil egy-egy pontban metszi egymast. Pontosabban, a k-n
kiviili metszéspont nem létezik abban az esetben, ha mind a két Apolloniusz-kor elfajuld, ez azonban pontosan akkor
kovetkezik be, ha az ABC haromszog szabalyos. Ezzel a feladat els6 allitasat belattuk.

2. dbra

A masodik allitas bizonyitasa azon az észrevételen alapul, hogy az emlitett Apolloéniusz-korok a k kort merGlegesen
metszik. Ekkor ugyanis a szogtartas miatt a k-ra vonatkozé inverzié mind a két Apolloniusz-kort sajat magaba viszi,
és ezért a korok metszéspontjainak képe az inverzié soran ugyanez a két pont. Mivel a k& koron beliili pontok a k-n
kiviili pontokba transzformalodnak, ez csak ugy lehetséges, ha az inverzio P-t és Q-t felcseréli. A P és Q pontok tehat
egymasnak a k korre vonatkozo inverz képei, ennek megfelelGen a PQ egyenes valoban athalad a k kor O kdzéppontjan.

Szimmetria okokbol elegendd azt megmutatni, hogy az els6 Apolloniusz-kor (jeloljik ezt ki-gyel) merdlegesen
metszi k-t. Ez nyilvanvalo, ha AB = CB, egyébként pedig feltehetjiik, hogy « = BAC< > BCA< = ~. Legyen a
B-bdl induld belss szogfelezs talppontja T, a kiilséé S. A szogfelezd-tétel értelmében ST éppen a ky kornek az AC
egyenesre esG atmérdGje, amely tartalmazza az A pontot is (3. dbra).



3. dbra

Ezért SBT< — g Tovabba,

_B_(x _ _7 _ _

ahol O; a k; kor kdzéppontja. Ezért
01BO< = SBT< + TBO< — SBO;< = g

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

II. Megoldas. Rogzitsiik a pozitiv forgasirdnyt gy hogy az A, B, C cstcsok ilyen sorrendben helyezkedjenek el
a haromszog koré irt k koron. Hogy kevesebb esetet kelljen megkiilonboztetni, iranyitott szogekkel fogunk dolgozni.
Két iranyitott szoget azonosnak tekintiink akkor, ha kiilonbségiik 27 egész szamu t6bbszorose.

Ha X, Y a k kor pontjai, akkor az XY irdnyitott ivhez tartozo (iranyitott) kertileti szoget jelolje p(XY'). Példaul
p(AB) =, ¢(BC) = a és ¢(CA) = 8 a haromszog szogei, ugyanakkor ¢o(BA) = 180° — . Azt mondjuk, hogy az XY
(iranyitott) szakasz a P pontbol ¢ szog alatt 1atszik, ha X PY < = ¢, ekkor az Y X szakasz P-b6l —¢ szog alatt 1atszik.
Az ilyen P pontok Osszessége alkotja az XY szakaszra tdmaszkodo ¢ szogi latokorivet, ami ¢ = m esetén a végpontjait
nem tartalmazé XY szakasszal, ¢ = 0 esetén pedig az XY egyenes XY szakaszon kiviil esG részével egyezik meg.

Ennyi el6késziilet utan most mar ratérhetiink a megoldés lényegi részére. A k koron nyilvan nem helyezkedhet el
megfelel§ pont. Legyen tehét elGszor P a k kor egy tetszGleges belsé pontja, ekkor az ABC' és Ap BpCp haromszogek
azonos koriiljarasuak. Az utébbi haromszog tehat pontosan akkor szabalyos, ha a ¢(ApBp), ¢(BpCp), ¢(CpAp)
szogek koziil legalabb ketts (és persze akkor a harmadik is) 60°. Marmost

APB< = 180° — BAP< — PBA< = 180° — BAPs<< — BpBA<« =
180° — ¢(BAp) — ¢(BpA) = ¢(AB) + ¢(ApBp) = v+ ¢(ApBp),

Az AB, BAp, ApBp és BpA ivek ugyanis egyiitt éppen lefedik a k kort, igy a hozzajuk tartozo keriileti szogek
Osszege pontosan 180°. Hasonloképpen, BPC< = a+ ¢(BpCp) és CPA< = 3+ ¢(CpAp). Az ApBpCp haromszog
tehat pontosan akkor szabélyos, ha a P pontbol az AB, BC, C' A szakaszok rendre v + 60°, « + 60°, 8 + 60° szogben
latszanak. E harom feltétel koziil persze elég csak kettét megkovetelni.

Most mar nem nehéz megmutatni, hogy a k kéron beliil pontosan egy ilyen P pont van. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy «, v < 120°. Tekintsiik most az AB szakaszra tamaszkodo6 v 4+ 60° szogl ¢¢ latokorivet
és a BC szakaszra tdmaszkodd o + 60° szogl £4 latokorivet, ezek tehat a megfelels szakaszoknak a haromszoget
tartalmazo oldalan helyezkednek el. A harmadik hasonlé latokorivre is (amely mar nem biztos, hogy az AC szakasznak
a haromszoget tartalmazé oldalan helyezkedik el) sziikségiink lesz késGbb, ezt jeloljiik £ g-vel. Hogy ez a két iv pontosan
egy pontban metszi egymast, méghozza a k kor belsejében, a kovetkezSképpen igazolhatjuk. Elgszor is vegyiik észre,
hogy mindkét latokoriv a k kor belsejében halad. Mésodszor, B kozos végpontja mindkét ivnek. Ezért a két fvnek
legfeljebb egy kozos belsé pontja lehet, és a metszéspont létrejottének sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az
L4 iv a BC oldallal, illetve az £c iv a BA oldallal olyan szbgeket zarjon be, amelyek Gsszege -t meghaladja (most
kivételesen nem iranyitott szogektdl beszéliink). Egyszert szamolassal ellendrizhets, hogy ez valoban igy van. Azt
is megallapithatjuk, hogy 1évén ekkor CPA< = 8 + 60°, ez a P pont akkor esik az ABC haromszog belsejébe, ha
B < 120°, a haromszogon kiviil helyezkedik el a 5 > 120° esetben, ha pedig 8 = 120°, akkor az AC oldalra illeszkedik.

Osszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy a k koron beliil mindig pontosan egy ilyen pont van, méghozza az ABC
haromszog belsejében, ha a haromszog minden szoge 120°-nal kisebb, annak hataran, ha a haromszognek van egy
120°-0s szdge, illetve azon kiviil, ha valamelyik szoge 120°-nal nagyobb. Ebbdl a P pontbol az AB, BC, C' A szakaszok
rendre v + 60°, o + 60°, 5 + 60° alatt latszanak.

Legyen most a P pont a k kor egy kiils6 pontja. Az APB< meghatarozasahoz kiillonboztessiink meg négy esetet
annak megfelelGen, hogy a PA és PB félegyeneseken a P, A, Ap, illetve P, B, Bp pontok milyen sorrendben helyez-
kednek el (1. dbra). Megjegyezziik, hogy az iranyitott szogekkel valé szamolasnak az is elénye, hogy nem kell azzal



foglalkoznunk, hogy ez a két félegyenes egyméashoz képest milyen helyzetd. Mind a négy esetben konnyen ellenérizhetd,

hogy
APB< =180° — BAP<— PBA< =180° — ¢(BAp) — ¢(BpA) =

(180° — ¢(BAp) — ¢(ApA)) — ¢(BpAp) = ¢(AB) — ¢(BpAp) =7 — ¢(BpAp) .

Ugyanigy BPC< = a—¢(CpBp) és CPA< = f—¢(ApCp). Mivel most az Ap BpCp haromszog koriiljarasa ellentétes
az ABC haromszogeével, ez a haromszog pontosan akkor szabalyos, ha a ¢(BpAp), ¢(CpBp), d(ApCp) szogek koziil
legalabb kett& (és persze akkor a harmadik is) 60°. Ezzel ekvivalens az, hogy a P pontbdl az AB, BC, C A szakaszok
rendre v — 60°, o — 60° és 3 — 60° alatt latszanak. Jelolje az ennek megfelels latokoriveket rendre £, ¢4 és (.

Allitas. A k kérre vonatkozo inverziondl az L, (g, {c tvek képe rendre £y, Uy és (.

Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy a k koron kiviil is pontosan egy olyan () pont van, amelyre az Ag BoCg haromszog
szabalyos, mégpedig ez a pont a P pont inverz képe. Probléma csak akkor lenne, ha P egybeesne a k kor kdzéppontjaval,
ez azonban nem lehetséges, hiszen az ABC héaromszog nem szabélyos. Egyuttal azt is megkaptuk, hogy a k kor
kozéppontja, valamint a P és @ pontok egy egyenesen vannak.

Most mar csak a fenti allitast kell igazolni. Ha a haromszog szogeire semmiféle megkotést nem tesziink, akkor
szimmetria okok miatt nyilvén elég annyit megmutatni, hogy ¢4 inverz képe éppen ¢'4. A bizonyitas azon az egyszeri
észrevételen miulik, hogy az a két iv, amelynek pontjaibol az XY (irdnyitott) szakasz ¢1, illetve ¢o szog alatt latszik,
@1 — @2 szoget zar be egymaéassal. Ennek alapjén a keriileti szogek tételébsl kovetkezik, hogy mind az ¢4 iv, mind az
¢y iv 60°-0s szdget zar be a k korrel. Nem nehéz megmutatni, hogy az £4 v a k koron beliil, az ¢4 iv pedig azon kiviil
halad. A két ivnek ugyanazok a végpontjai, de nem egészitik ki egymast egyetlen korvonalla. Mivel az a két korvonal,
amely a k-t a B és C pontokban egyarant 60°-os szog alatt metszi, egymas inverz képe a k korre nézve, a széban forgd
két iv is egymas inverze, és ezt akartuk bizonyitani.

II1. Megoldas. (Béky Bence megoldasa.) Az el6z6 megoldasok valamelyikét kovetve elészor is megallapitjuk,
hogy valéban két ilyen pont létezik, méghozza egy a haromszog koré irhato koron beliil (jeloljiik ezt P-vel), a masik
pedig a koron kiviil (legyen ez Q). Vegyiik most észre, hogy az Ap BpCp haromszog koriljarasa megegyezik az ABC
haromszogével, mig az AgBgCg haromszogé azzal ellentétes. Talalhato tehat egy, a k kor O kozéppontjara illeszkedd
e egyenes, amelyre az Ap BpC'p haromszoget tiikrozve az AgBgCg haromszoget kapjuk.

Vizsgaljuk el6szor azt az altalanos esetet, amikor Ap kiilonbozik a Bg, Cg pontoktol, Bp kiilonbozik az Ag, Co
pontoktol és Cp is kiilonbozik az Ag, Bg pontoktol. Nem lehet, hogy példaul az Ap B¢ egyenes egybeesik az AgBp
egyenessel, mert ekkor Ap = Bp lenne. Az ApBg egyenes tehat csak akkor lehet parhuzamos az AgBp egyenessel,
ha egyben e-vel is parhuzamos. Ugyanez elmondhat6 a méasik két értelemszerten felirt egyenesparrol. Jelolje A*, B* és
C* rendre a BpCg és BoCp egyeneseknek, az ApCq és AgCp egyeneseknek, illetve az ApBg és AgBp egyeneseknek
a metszéspontjat. Az elmondottak szerint ezen egyenesparok koziil legfeljebb egy lehet parhuzamos helyzetben, az e
egyenesre es6 A*, B*, C* pontok koziil tehat ketts biztosan létrejon. Feltehetjiik, hogy az A* és B* pontok ilyenek.
Vilagos, hogy A* és B* kiilénb6z6 pontok (4. dbra).

Bp

4. dbra

Tekintsiik most a k korbe irt BBoCpCCgBp 6nmagat Atmetsz6 hatszoget. Ennek BBg és CCg szemkozti oldalai
Q-ban, BoCp és CoBp szemkozti oldalai A*-ban, CpC és BpB szemkozti oldalai pedig P-ben metszik egymast.
Pascal tétele szerint tehat az A* pont illeszkedik a PQ egyenesre (5. dbra).



5. dbra

Hasonloképpen belathato, eztttal az AAQCpCCoAp hatszogbdl kiindulva, hogy a B* pont is illeszkedik a PQ
egyenesre. A PQ egyenes tehat egybeesik az A* B* egyenessel, vagyis az O ponton athalado e egyenessel, ami bizonyitja
az altalanos esetben a feladat masodik allitasat.

Tegyiik fel végiil, hogy mondjuk Bp = Cg = X, ekkor az e-re valé szimmetria miatt Bg = Cp =Y, végiil pedig
Ap = Ag a k kbrnek az a Z pontja, amelyre az XY Z haromszog szabalyos. Vildgos, hogy Z illeszkedik az e egyenesre,
XY pedig mer6leges arra. Ekkor az BpCg és BoCp egyenesek helyett tekintsiik a £ korhoz annak X, illetve Y
pontjaban hizott érintgjét, ez a két egyenes a Z pontnak az XY-ra vonatkozo tiikkorképében metszi egymast. Jeloljiik
most ezt a pontot A*-gal. A B*, C* pontok ugyanugy definidlhatok, mint az altaldnos esetben, és ezuttal egybeesnek
Z-vel. Az A* és B* pontok tehat most is az e egyenest hatarozzak meg. Most mar szinte sz6 szerint megismételhetjiik
az el6z6 bekezdést azzal az apré modositassal, hogy most a BBoCpCCgqBp hatszog elfajulé abban az értelemben,
hogy két-két szomszédos csicsa egybeesik. Ezért a Pascal tétel alkalmazdsandl a BpCg és BoCp egyenesek helyett
éppen az el6bb emlitett érintéket kell tekinteni.

Megjegyzések. 1. A feladat komplex szamok segitségével viszonylag egyszerd szamolés utjan is megoldhat6. Ezt az
utat valasztotta Gyenes Zoltan a masodik allitas bizonyitasahoz.

2. Egy mélyebb matematikai eszkozoket hasznalé megoldéast tartalmaz, és a feladat hatterére mutat ra Hrasko
Andrds cikke, amely a kovetkezd szamunkban jelenik meg.

3. A harmadik megoldasbdl azonnal leolvashat6, hogy az ApBpCp és AgBgCq haromszogek a P() egyenesre
szimmetrikusan helyezkednek el. Erre az eredményre az elsé megoldas iigyes folytatasaval is eljuthatunk. Hogyan?
Ennek az 6nmagéaban is szép feladatnak a megoldasat mar az olvasoéra bizzuk.



