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Ez azt jelenti, hogy fs(z) = f3(f3(z)) = fs(z) = z, és indukcioval kapjuk, hogy ha 3 | n, akkor f,(z) = z. Igy 3 | 2001
miatt f2001 ({E) =, tehat f2001(2002) = 2002.

Somogyi Ddvid (Fazekas Mihaly Fovarosi Gyak. Gimn. 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A megoldasbol az is kideriil, hogy
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attol fiilggben, hogy n a 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot ad.

2. A megoldas soran igen feliiletesen kezeltiik a fiiggvények értelmezési tartomdnydt. fi(z) pontosan akkor nem értelmes,
ha x = —3. Osszetett fiiggvenykent fi (f1 (ac)) akkor értelmes, ha a bels§ fiiggvény az, tehat x # —3, valamint fi(z) értéke
behelyettesithetd, tehat fi(z) # —3, azaz = # —2. Epp ezt az értéket zarja ki fo tort-alakjanak nevezsje.

fs(@) = fi(f2(z)) pedig akkor értelmes, ha f2(z) értelmes, azaz & # —3 és @ # —2, tovabba f2(z) behelyettesithets fi(z)-be,
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42
ha z # —2 és © # —3, akkor f3(x) = z, ezen a két helyen pedig f3(x) nem értelmes. Ez pedig azt jelenti, hogy ha n > 3, akkor
fn(z) értelmezési tartomanya nem sztikiil tovabb, tehat példaul jogosan helyettesitjiikk be a 2002-t f2001-be.

# —3. Szerencsére ez nem jelent tjabb megszoritast, f2(x) éppen a —3 értéket nem veszi f6l. A pontos allitas tehat:

3. A megoldas kulcsa az volt, hogy harom helyettesités utan megkaptuk az = — z fiiggvényt (az értelmezési tartomanyon).
Ez nyilvan a megadott egyiitthatokon milik, és ranézésre egyaltalan nem viladgos, hogy hogyan. Folvet6dhet a kérdés, hogy
ehhez az észrevételhez csupan a tiirelmes probalgatas ,jutalmaként" juthatunk-e el.



Az f1(z) grafikonja

Az értelmezési tartomany fenti vizsgalatat ajragondolva megsejthetjiik, s6t, szemléletesen igazolhatjuk is a talalt tulajdon-
sagot, mégpedig a megoldasban elkeriilhetetlen szamolgatéas nélkiil.

Lattuk, hogy a nyilvanvaloan kizarandé —3 mellett a —2-t kell kizarnunk, ami f; ' (—3). Az alapvet§ észrevétel az, hogy
djabb értékeket mar nem kell kizarnunk, hiszen fi; a —2 értéket egyaltalan nem veszi fel. A grafikonon lathatd, hogy ez azon
milik, hogy a gorbe vizszintes aszimptotaja y = —2.

Az aszimptotikus viselkedést szemléletesen tgy is szokas fogalmazni, hogy ha z = —3, akkor a fiiggvényérték ,végtelen



nagy", illetve hogy ha az x= , végtelen nagy", akkor a fiiggvényérték —2.
Ha ezt példaul ténylegesen le akarnank irni, akkor valahogy igy tehetnénk:

fi(=3) =00, fi(oo) = 2.

Ha most beirjuk még, hogy fi(—2) = —3, akkor nehéz nem felfigyelni a
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yancra": ha ,bevessziik" a co értéket a valos szamok kozé és az fi fiiggvényt épp igy terjesztjiik ki, akkor ez a harmas ciklus
azt jelenti, hogy f3(—2) = —2, f3(—3) = —3 és f3(o0) = c0.

Innen tehat meg lehet sejteni, hogy f3(z) ,baratsdgos" fiiggvény lesz, és igy a szamolasnak is nagyobb 6nbizalommal
vaghatunk neki. De ez a kisérlet lényegében bizonyossagot is szolgaltat, ha meggondoljuk, hogy fs maga is raciondlis elséfoku
tortfiiggveny, amit harom helyettesitési értéke egyértelmien meghataroz. Ha tehat f3(x) harom helyen ugyanazt az értéket veszi
f6l, mint az x — x fliggvény, akkor — a teljes értelmezési tartomanyan — azonos vele. Ehhez persze az x — « fiiggvény értelmezési
tartoméanyat és értékkészletét is ki kell béviteniink a oo értékkel.

4. A fentiekbdl az is kideriil, hogy hogyan készithet6k az fi-hez hasonl6 tulajdonsagu fiiggvények. A kiterjesztett értelmezési

tartoméanyon ugyanis az

fiiggvény uj értékei f(oc0) = % és f <—g> = 00.
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Igy ha tetszoleges u # v szamokra az f: oo — u — v — oo harmas ciklust szeretnénk elérni, akkor az

u(z —v) — (u—v)°

flz) =

Tr—v

fiiggvény adodik. Eppen igy késziilt a feladat fi fiiggvénye az u = —2 és v = —3 értékekkel.



