Jeloljiik a haromszog oldalait a szokasos médon a, b, c-vel, teriiletét T-vel, keriiletének felét pedig s-sel.

Elgszor kifejezziik az egyenlGtlenség kozépss tagjaban szerepls ardnyokat a haromszog oldalaival. Az ABA; hé-
romszogben BO szogfelezs, ezért a szogfelezététel szerint a szemkozti oldalt a mellette levs oldalak aranyaban osztja,
vagyis
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De A1B+ A1C = a, vagyis A1C = a — A1 B, amit (2)-be helyettesitve, majd a kapott egyenlSséghol A1 B-t kifejezve
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Ezt (1)-be beirva kapjuk, hogy
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Ismert, hogy R = %, r=—ésT? = s(s —a)(s — b)(s — ¢). Ezeket az Osszefiiggéseket felhasznalva a 4R/r

s
hanyadost is kifejezhetjiik az oldalakkal:
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A bizonyitando6 egyenlGtlenségek tehat az oldalakkal kifejezve:

(a+b)(a+c)(b+c) 8abe
) 8= abc S(b—kc—a)(a—b—l—c)(a—l—b—c)'

A szamtani és a mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség szerint 2vVab < a+b, 2v/be < b-+cés2vac < a+c. Ezeket
Osszeszorozva éppen a bizonyitandé bal oldali egyenl6tlenséggel ekvivalens

8abc < (a+b)(b+¢)(a+¢)

egyenl6tlenséget kapjuk.
A jobb oldali egyenl6tlenséget is harom egyenlStlenség Gsszeszorzasaval kaphatjuk. Ezek:

a+b 2v/ab b+ec 2v/be . c+a 2./ac
c S\/(b—l—c—a)(a—b—l—c), a S\/(LL—b—|—c)(a—|—b—c) &s(4) b S\/(b—kc—a)(a—l—b—c)'

Az oldalak szerepe a harom egyenlGtlenségben szimmetrikus, ezért koziiliik elég csak egyet bebizonyitanunk. Az els6t
négyzetre emelve és atszorozva:

(a+b)2(b+c—a)(a—0b+c) < dabc?, azaz(a +b)* (¢ — (a — b)?) < dabc®.

Ezt rendezve:
¢ ((a+b)* — 4ab) < (a+b)*(a — b)?, vagyisc?(a — b)? < (a + b)*(a — b)?
adodik, ami nyilvan igaz, mert a haromszog-egyenlGtlenseg miatt ¢ < (a + b)?; (a — b)? pedig nemnegativ. Tehat
teljesiilnek a (4) egyenlGtlenségek, s igy az Osszeszorzéasukkal kaphato, (3) jobb oldalan 1évs egyenlGtlenség is.
Koénnyen lathato, hogy mindkét bizonyitott egyenlétlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha a = b = ¢, azaz
ha az ABC haromszog szabalyos.
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