I. megoldas. Az f(x) = 3z* — 42° fiiggveny grafikonja az 1. dbrdn lathato, szaggatott vonallal rajzoltuk meg a
keresett egyenest.
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Vegyiik észre, hogy ha a széban forgd polinomokon elvégezziik az x <+ xz+ 3 helyettesitést — grafikusan ez azt jelenti,
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hogy a gorbét eltoljuk az = tengely mentén ~3 egységgel —, akkor a kapott fi(x) = f <3: + §) negyedfokd polinom

nem tartalmaz harmadfoka tagotht az — ugynevezett Tschirnhaus-féle — helyettesitést alkalmazzak az altalanos
negyedfoki egyenlet megoldasanak els6 lépéseként is a harmadfoku tag kikiiszobolésére.
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fl(x)=3(x+§) —4(:104—5) :3x4—2x2—§x—§.

fi(x)-ben a paros foku tagokat teljes négyzetté alakitva kapjuk, hogy
2
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=3(22-2) —Zx—- 2.
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Az y =3 <x2 — §> grafikonjat (2. dbra) nyilvan az = tengely érinti kétszer, igy az fi(z) grafikonjanak kettds
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érintGje y = —§x — —. A keresett egyenest most mar az inverz x < x — 3 helyettesitéssel kapjuk; egyenlete:
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II. megoldas. Az y = az + b egyenlet egyenes pontosan akkor érinti két pontban az y = 3z* — 423 fiiggvény
grafikonjat, ha a p(z) = 3z* — 42® — ax — b polinom grafikonja két helyen érinti az = tengelyt, azaz két tbbszoros
gyoke van. A gorbe negyedfoki, ezért mindkét t6bbszords gyok kétszeres, tobb gyodke nincsen, igy ha a gyokok z; és
x9, akkor a p(x) gyoktényezss alakja

(*) p(x) =3(x — 21)* (2 — 22)°.
A jobb oldalon a miveleteket elvégezve:

3t — 4zl —ax —b=

=3z — 6(x1 + 29)2> + 3(2F + da120 + 23)2? — 62120(21 + T2)2 + 32723,

Az egyiitthatok egyenlGségébol

2
x1 + 29 = =, (1)x] + 4120 + 25 = 0, (2)62122(21 + 2) = a, (3) — 3723 = b.(4)

3
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(2)-b6l (21 4+ x2)* = —2x112, azaz (1) felhasznalasaval z1zy = —9 Innen (3)-bol a = —9’ (4)-bé6l pedig b = —o7
4
A keresett egyenes egyenlete tehat csak y = 3% 77 lehet, ez az egyenes pedig valéban megoldas, ugyanis az
1 3 1 3
(1), (2) egyenletekbd! allo rendszer megoldasai valos szamok (x1 = 3= % és To = 3 + %), és igy a fenti lépések

megfordithatok, a () szorzat tényez6i valos egylitthatos polinomok.
Rdcz Béla Andrds (Fazekas M. Fov. Gyak. Gimn., 9. o.t.)

ITI. megoldas. Ha a tetszSleges valos szam, akkor a gorbét az (a; f(a)) pontjaban érints egyenes egyenlete
y = f'(a)(x —a) + f(a).
Ha b # a, akkor a (b; f(b))-beli érinté pontosan akkor lesz ugyanez az egyenes, ha
f'la) = ' (0)1)f(a) —a- f'(a) = f(b) = b- f'(b)-(2)
(1)-bsl @ — b # 0-val osztva kapjuk, hogy

(3) a?+ab+b>—a—b=0,

11




(2)-bsl pedig ugyanigy, hogy
(4) 9(a +b)(a® +b?) — 8(a® + ab+b?) = 0.
(3) szerint a® 4 ab + b* = a + b; ezt felhasznélva, (4)-bol

8 8
a’ 4+ b = 9’ (5)amit(3) — bahelyettestvea + b — ab = 5(6)
Az (5), (6) egyenletrendszer kozvetleniil negyedfoku egyenletre vezet; mivel mindkét egyenlet szimmetrikus, érdemes
bevezetni az u = a + b, v = ab 1j ismeretleneket: igy az

8 8
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— W= u—v=-
U v=guTv=g
. 8 e 2 8 . . 2
egyenletrendszerhez, és innen v = v — = helyettesitésével az u” —2u + 9= 0 egyenlethez jutunk. Ennek gyokei u; = 3’
4 2 4
Uy = 3" Ennek megfeleléen vy = —— és vy = 9

A keresett a és b értékek most mar a
2 —ut+uv = 0, illetve a 2 —ust+ vy =0

egyenletek megoldasai.
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Az els6 esetben a = = — — és b = — + — a masodik esetben viszont a két gyok egyenls, a = b = 3" A megoldast
az a # b feltétellel keressiik, igy a masodik lehetGség elesik.

1 3 8 4
Haa = 3 g, akkor f'(a) = —35 & fla)—a- f'(a) = — 5o By az (a; f(a))-beli érints egyenlete
s 4
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Mivel lépéseink megfordithatoak, ugyanez a (b; f(b))-beli érint6 egyenlete is.
Kdarmdn Péter (Budapest, Moricz Zs. Gimn., 12. o.t.)
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Megjegyzések. 1. Az a = b = = az y = 32* — 42® gorbe — egyik — inflexiés pontjanak az abszcisszéja. Szigorian
véve itt is két egybeesd érint6rél beszélhetiink, most azonban az érintési pontok is egybeesnek.
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2. A III. megoldasban kapott (3) feltételt (LIJ;()
a—
ellipszist kapunk (3. dbra). Ez az ellipszis azokbol a P(a; b) pontokbol all, amelyekre az (a; f(a)) és (b; f(b))- pontokban

az y = 3zt — 42° gbrbéhez parhuzamos érint6k hizhatok. Az ellipszis tengelyei parhuzamosak a koordinatatengelyek

= 0) az (a;b) koordinata-rendszerben &brazolva egy
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szogfelezdivel, kdzéppontja pedig a C (g, §) pont.

Az ellipszis kistengelyének végpontjai, O, és [ (%, %) az y = 3zt — 423 gorbe két inflexiés pontjat adjak. El-

s6 ranézésre meglep&bb, hogy a nagytengely végpontjai, F; (l + L; 1_ i) és Fy (1 — L; 1 + i) éppen a
3 V33 V3 3 V33 V3

kettSs érintG érintési pontjait szolgaltatjak. Ez a kapcsolat vilagossa valik, ha atgondoljuk a negyedfoka gorbe ,szim-
metridjat” az * = — pontra nézve. Ez az érték az érint6k meredekségét szamoldé harmadfoki derivalt grafikonja
szimmetria-kozéppontjanak az abszcisszaja, és ha a negyedfokd polinombél kivonjuk a kett6s érintd egyenletét, akkor
a kapott negyedfokt gérbe mar valéban tengelyesen szimmetrikus lesz az x = 3 egyenesre. (Ez indokolja — tobbek
kozott — az 1. megoldas helyettesitését.) Ez pedig azt jelenti, hogy a kettds érints érintési pontjainak abszcisszai is

1 2
szimmetrikusan helyezkednek el az = = 3 pontra, a 3. dbrdn a megfelel6 pont rajta van az a + b = 3 egyenletd

egyenesen is, ami éppen az ellipszis nagytengelye.
Koénnyen ellenérizhets, hogy ez a tulajdonsag minden olyan negyedfokd gorbére teljesiil, amelynek létezik kettds
f'(a) = f'(b)

érintGje, pontosabban szolva az 5
a —

= 0 pontosan ebben az esetben lesz valos ellipszis egyenlete. Az igy

3
kapott ellipszisek hasonlok, excentricitasuk i, allasuk olyan, ahogyan azt a 3. dbra mutatja, kistengelyiik végpontjai

a negyedfoku gorbe inflexids pontjait — azaz a harmadfoku derivalt szélsGértékeit —, nagytengelyiik végpontjai pedig a
kettGs érint6 érintési pontjait adjik.
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