Foltehetd, hogy n > 1, hiszen n = 1 tetszéleges p primmel megoldas. Legyen q az n legkisebb primosztdja, azaz
n = q“-m, ahol ¢ |/ m. q valasztasabol latszik, hogy (¢, m) = 1, és az is, hogy az m paratlan. Ekkor ¢ | n | (p—1)"+1,
azaz
(p—1)9""=—-1 (mod q).

A kis Fermat-tétel szerint (p — 1)? = p — 1 (mod ¢). Ennek ismételt alkalmazasaval
(p=1D"=@-1)" (modg),  ésigy(p—1)"=-1 (modg).(1)

Ebbdl az is kovetkezik, hogy (¢, p — 1) = 1, tehat ismét felhasznalva a kis Fermat-tételt

(2) (p=1*'=1 (modqg).

(1)-et négyzetre emelve

(3) (p—1*"=1 (mod q)

Ha d jeloli ¢ — 1 és 2m legnagyobb kozos osztojat, akkor az euklideszi algoritmus felhasznalasaval (2)-bél és (3)-bol
(p— 1) =1 (mod q) kovetkezik.

A d meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy ¢ valasztasa szerint az m minden primosztoja nagyobb ¢-nal, igy (¢ —
nek és m-nek nincs kdzos primosztoja. Igy d = (¢ — 1, 2m) vagy 1, vagy pedig 2. Igy mindenképpen (p — 1)

1 (mod q).

Ez pontosan akkor teljesiil, ha p —1 =1 (mod q), vagy pedig p — 1 = —1 (mod q).

Az els6 esetben (1)-bél (p —1)™ =1 = —1 (mod q), azaz ¢ = 2 és igy p = 2 (mod ¢) miatt p = 2. Ekkor a
feltételbsl n = 2 kovetkezik, és igy a p = 2, n = 2 megoldast kapjuk.

A masodik esetben p — 1 = —1 (mod q), azaz q | p, és igy ¢ = p > 2, n = p® - m, a feltételbdl pedig

1)-

(4) PP (p— 1" +1

kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy p kitevGje (p — 1)"™ + 1 primtényez6s felbontédsdban pontosan « + 1. Ebb6l aztan (4) szerint
alp—1)<a+1,azaz a- (p—2) <1, tehat o« = 1 és p = 3 adodik.

14 (p—1)" a binomialis tétel szerint (az n péaratlan):

B Q- (e g ()

k=0

Az Gsszeg els6 tagja (Y)p = p°T! . m, és tudjuk, hogy p |/ m. Azt allitjuk, hogy a tovabbi tagok valamennyien

oszthatok p®T2-vel, és igy 1+ (p— 1)" = p®(m 4 p- K) alak, és igy a masodik tényezé valéban nem oszthato p-vel.

Legyen tehat k > 2, és tekintsiik a k-adik tagot (n = p® - m):

n\ ., n{n-1 & ptrm n—1
P == P = :

k kE\k—-1 k k—1
Hap > 3 és k > 2, akkor p*~% > k (ez k-ra vonatkozo indukciéval nyilvanvald), és igy a p primszam kitevéje a k
n—1
k—1

azért ez a kitevd valoban legalabb oo + k — (k — 2) = o + 2.
A masodik esetben tehat arra jutottunk, hogy a p primszam csak 3 lehet, a feltétel pedig igy

nevezében legfeljebb k — 2. Mivel a potk szorzatban csak a k-val val6 osztas csOkkentheti a p kitevdjét,

n?|2" + 1.

Ismeretes, hogy ez csak az n = 1 és n = 3 esetben teljesiil. Ez volt az 1990. évi pekingi Matematikai Didkolimpia 3.
feladata. Megoldasa megtalalhaté Reiman Istvdn: Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiak 1959-1994 (Typotex Kiado,
Budapest, 1997) cim konyvének 442-444. oldalan.

Megjegyzés. Az n < 2p feltétel felhasznalésaval természetesen nincs sziikség erre a hivatkozasra.
Zdbrddi Gergely megoldasa



