Vezessiik be az egyel6re meghatarozatlan ¢ paraméterrel az u =z —t, v = y—t, v = z —t Gj ismeretleneket. Ezekkel
az ismeretlenekkel az atrendezett xyz — xy — yz — zx + 2 = 0 egyenlet

wvw + (t — 1) (uv + vw +wu) + (2 = 2)(u +v +w) +t°2 =3t +2=0

alakba frhato. Mivel 3 — 3t + 2 = (t — 1)(t* — 2t — 2), lathato, hogy t = 1 valasztassal a négy tag koziil ketts lesz
nulla, és az

(1) ww—u—v—w=0

egyenlethez jutunk, ahol u, v és w nemnegativ egészek. Ezt fogjuk megoldani.

Ha u, v és w valamelyike nulla, akkor (1) szerint az Osszegiik is az, és igy az u = v = w = 0 megoldast kapjuk.
Foltehets ezért, hogy mindharom érték legalabb 1.

(1) bal oldala tovabb alakithato:

(2) (w—-—1Nw-1)+w-1)v-1)—2=0.

Ha mindhérom érték legalabb 2, akkor uv > 4, és igy (uv —1)(w —1) > 3, amihez a nemnegativ (u —1)(v — 1)-et adva
nem kaphatunk 2-t. Igy u, v és w kozott van 2-nél kisebb, és mivel mindharom érték legalabb 1, egyikiik — példaul w
— pontosan 1. Ekkor (2) igy alakul:

(3) (u—1)(v—1)=2.

A tényezsk értéke nemnegativ, igy a szorzat pontosan akkor 2, ha az egyik tényez6 1, a masik pedig 2. Az {u, v}
halmaz tehat a {2, 3} halmazzal egyenld, igy a szimmetrikus (1) nemnegativ megoldasai a {0, 0, 0} és az {1, 2, 3}
szamharmasok. Az eredeti egyenlet megoldasaira tehat vagy {z, vy, 2z} = {1, 1, 1}, vagy pedig {z, vy, z} = {2, 3, 4}.

Az egyenletnek igy 7 megoldasa van a pozitiv egészek korében, x1 = y; = 21 = 1, illetve a 2, 3, 4 szdmharmas
hatféle permutéciojaként adédé megoldasok.

Megjegyzések. 1. A fentiekhez hasonl6 szamolgatéassal kdnnyen ellenérizhets, hogy az x, y, z szdmharmas pontosan
akkor megoldésa az eredeti egyenletnek, ha az 1 =2 — =z, y1 =2 —y, 21 = 2 — z szdmharmas is megoldas. Mivel pedig
az egyenletnek jol lathatd modon nincsen negativ egészekbdl allo megoldasa (ekkor zy, yz, zax és —xyz mindegyike
legalabb 1), igy az egyenletnek olyan megoldasa sem lehet, ahol mindharom érték nagyobb 2-nél.

Az egyenletet kielégits pozitiv szamharmasok kozott tehat szerepelnie kell 3-nal kisebb értéknek is. Ha egy pozitiv
megoldasnak eleme a 2, példaul z = 2, akkor 1 = 0, y; = 2—y és z; = 2—z is megoldéas, ami azt jelenti, hogy y121 = 2.
Innen vagy {y1, 21} = {1, 2} és igy {y, z} = {—1, 0}, ami nem pozitiv megoldas, vagy pedig {y1, z1} = {—1, —2}
és igy {y, z} = {3, 4}; megkaptuk a {2, 3, 4} szamharmast.

Azokat a pozitiv megoldasokat nem talaltuk még meg, amelyek elemei k6z6tt nem szerepel a 2. Az ilyen megoldasok
legkisebb eleme az 1. Ha példaul x = 1 < y, z, akkor az egyenlet az

y+z=2

alakot Olti, ez pedig a pozitiv egész y és z értékekre csak ugy teljesiilhet, ha y = 2z = 1.
2. Az egyenletbdl pl. y kifejezhets mint az = valtozé paraméteres (a paraméter z) racionalis tortfiiggvénye:

zx —2

) y_(z—l):t—z'
Ha az 1. megjegyzésben latottak szerint elintézziik azt az esetet, amikor valamelyik ismeretlen értéke 1, akkor a (3)
fiiggvényt abban az esetben kell vizsgalni, amikor x, y és z > 2, és mivel z = y = z = 2 nem megoldés, az is foltehetd,
hogy z > 2.

A fiiggvény grafikonjan keressiink tehat racspontokat az x > 2; y > 2 feltételnek eleget tevs siknegyedben, amennyi-
ben az egész értékd z paraméter értéke nagyobb 2-nél.

A fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y = x egyenesre, és az dbrdn lathato. A hiperbola aszimptotai az x = zg és
az y = zop egyenesek, ahol zp = % Mivel z > 2, azért 1 < zp < 2.

2
Ha z = 2, akkor y = :

5 > 2, igy a fiiggvény grafikonjan csak a P(Q iven talalhatunk racspontot.

Az olvasora bizzuk annak ellenérzését, hogy ha z > 4, akkor a PQ iven sincsen racspont, ha z = 3 vagy 4, akkor
pedig az elsG esetben csak a (2, 4) — és a szimmetrikus (4, 2) —, a masodikban pedig csak a (2, 3) és a szimmetrikus
(3, 2) racspont esik a PQ ivre.






