A feladat jol lathato modon két, egyméstol majdnem fiiggetlen részbdl all. ElGszér megmutatjuk, hogy ha a és b
pozitiv egészek, akkor az a liter tirtartalmi A és a b liter trtartalmu B edényekkel pontosan akkor mérhet6 ki 1 liter
viz, ha a és b legnagyobb ko6zos osztdja 1. Ezek utan a kérdés az, hogy az 1, 2, ..., 25 szamok koziil hanyféleképpen
valaszthato ki tiz ugy, hogy koziiliik barmely ketts relativ prim legyen.

i) Ha egy adott helyzetben az A edényben a1, a B edényben pedig by liter viz van, akkor a kovetkezs lépésben az
egyes edényeket kiiirithetjiik vagy sziniiltig tolthetjiik, ezen kiviil barmelyik edény tartalmat elkezdhetjiik atonteni a
mésikba, amig az meg nem telik vagy az el6bbi ki nem iiriil. Barmely 1épés utan tehat legalabb az egyik edény {ires
vagy tele van.

Egy liter viz kimérése ilyen koriilmények kozott azt jelenti, hogy a fenti lépések véges sorozata utan az egyik
edényben 1 liter viz van. (A maésik sziniiltig van, vagy tres, ennek nincs jelentSsége.)

Az (a, b) =1 feltétel nyilvan sziikséges, hiszen ha d az a és b szamok egy kozOs osztoja, akkor a kezdetben iires
edényekben 1év6 viz mennyisége nyilvan oszthaté d-vel, és ez a tulajdonsdg megmarad a fenti lépések barmelyikének
a végrehajtasa utan is.

Maésreészt, ha (a, b) = 1, akkor kimérhetd 1 liter viz. Ha (a, b) =1 és a = b = 1, akkor az &llitas semmitmondo, igy
foltehets, hogy példaul b > 1. A bizonyitas most mar egy kozismert aritmetikai allitison mulik:

Ha (a, b) =1 és b > 1, akkor az

ar =1 (mod b)

kongruencianak van megoldasaHa ugyanis (a, b) = 1, akkor a-nak két tobbszorose, t1a és toa akkor és csak akkor
adja ugyanazt a maradékot b-vel osztva, ha b | at; — ate = a(t; — t2), vagyis (a, b) = 1 miatt b | t; — to. Ezért, ha
a-nak vessziik a b-vel osztva kiilonboz6 maradékot ado 1, 2, ..., b-szeres tObbszoroseit, akkor ezek is mind kiilénbo6zé
maradékot adnak b-vel osztva. Emiatt minden maradék pontosan egyszer fordul el6, lesz tehat koztiik egy tobbszords,
amely 1 maradékot ad: ka = gb + 1. léteznek az 1 < k < b és 0 < q < a egészek, amelyekkel

k-a=q-b+1.

Ezek szerint ha az A edényt k-szor megtoltjik, és az Osszesen k - a liter vizbdl a B edénnyel ¢ alkalommal 6sszesen
q - b liter vizet eltavolitunk, akkor az A edényben éppen 1 liter viz marad.

Az eljaras soran id6rol idére — Osszesen k-szor — b liternél kevesebb viz marad az A edényben, utoljara éppen 1 liter.
Az utolso6 alkalom kivételével ezt a maradvanyt — az a, 2a, ..., (k — 1)a mennyiségek b-vel vald osztasakor felleps
maradékot — atontjiik a B edénybe, és az A edényt sziniiltig toltve folytatjuk az eljarast.

Megjegyzések. 1. A fenti eljaras nyilvan szimmetrikus, a, b > 1 esetben a by = 1 (mod a) kongruencia megoldasabol
kiindulva is kimérhet6 az 1 liter viz.

2. Mivel az adott feltételek esetén az

ax =b; (mod b)

kongruencia is megoldhato6 tetszéleges 0 < by < b esetén, azért tetszbleges egész 1 < ¢ < a + b esetén c liter viz is
kimérhets a két edénnyel.

3. A megoldésbdl kideriil, hogy tetszbleges pozitiv egész a, b szdmokra pontosan akkor mérhetd ki c liter viz, ha
c < a+bés coszthatd az a és b legnagyobb kozos osztéjaval, innen pedig teljes indukcidval egyszertien adodik, hogy
ugyanez ketténél tobb edényre is igaz.

4. Erdekes geometriai szemléltetése adhaté a fenti bizonyitasnak és maganak a felhasznalt tételnek is. Ha az
edényekben 0 < a1 < q, illetve 0 < by < b liter viz van, akkor a rendszer allapota a P(a1, b1) ponttal, maga az
eljaras pedig ennek a pontnak a palyajaval dbrazolhato (1. dbra). A folyamat sordn a P pont az OAT B téglalap
pontja, az dbra egy atmeneti allapotot mutat, amikor valamelyik edény tartalma valtozik. A vizszintes és a fiiggéleges
elmozdulasok a megfelels edények kifiritését, illetve feltoltését mutatjak, az ,,atlos” iranyi elmozdulés pedig azt jelenti,
hogy az egyik edény tartalmét atontjik a masikba. A P pont az origobol indul, dtja soran a megengedett irdnyok
valamelyike mentén a téglalap hataraig mozog, majd tovabb folytatja atjat.

A valésagosan elérhets allapotok igy az AOT B téglalap keriiletének egész koordinataju pontjai koziil keriilnek ki,
az allitas pedig azt jelenti, hogy (a, b) = 1 esetén van olyan palya, amelyik athalad a C4(1, 0) vagy a Cp(0, 1)
ponton. A 2. dbra az a =7, b = 5 esetben mutatja a megoldast.

Ha ugy tetszik, az abran lathato ,bilidrd” magat a

7Tx=1 (mod 5)

kongruenciat ,,0ldja” meg. Az x értéke a T'A, a q értéke pedig a T'B falon torténd ,yvisszaverédések” szama. Most z = 3
és ¢ =4, és valoban: 7-3=4-5+1. A P pont Osszesen 7+ 5 ,yisszaver6dés” utan érkezik a C4(1, 0) pontba, ami 13
atontést jelent. A 8. dbra a szimmetrikus

5y =1 (mod 7)

kongruencia megoldasat mutatja a ,bilidrdasztalon”; ekkor y = 3 és ¢ = 2, most 8 visszaverGdés utdn 9 atontéssel
érkeziink meg a Cp(0, 1) pontba.

11



Mindkét abran ellenérizhetd, hogy ha tovabb folytatjuk a megkezdett pélyat, akkor az utvonal az OAT B tég-
lalap keriiletének valamennyi egész koordindtaju pontjan athaladva zarédik az O pontban, szemléltetve ezzel a 2.
megjegyzésben mondottakat.

ii) Térjiink ra ezek utan a feladat kérdésének megvalaszolasara. Vegyiik észre elGszor, hogy tiznél t6bb szam nem
valaszthato kiaz 1,2, ..., 25 szamok koziil gy, hogy koziiliikk barmely ketts relativ prim legyen. A fenti szdmhalmazban
ugyanis 9 primszam talalhato: 2 (4), 3 (2), 5 (2), 7 (1), 11 (1), 13 (1), 17 (1), 19 (1), 23 (1). A szamok mogott zardjelben
az a legnagyobb kitev§ &ll, amellyel a szobanforgd prim a szamhalmazban eléfordul. Ha két szam relativ prim, akkor a
primtényez6ik kozott nem lehet kozos, igy a tiz szam primtényezsinek a halmazahoz a fenti 9-elemd halmaznak kell 10
darab, paronként kozos elem nélkiili részhalmazat kijelolniink. Ez pedig csak gy lehetséges, ha egyikiik az iires halmaz
— az 1 tehat a kivalasztott szamok kozott van — a tovabbi 9 pedig a 9 darab egyelem részhalmaz. A feltételeknek
megfelel§ 10-elemd halmazok tehat az

{1, 2%, 3% 5¢ 7,11, 13, 17, 19, 23}

alakt halmazok, ahol 1 <a <4,1<b<2és1 <c¢ <2 Ez0sszesen 4-2-2 = 16 lehetGség, ennyiféleképpen valaszthatéd
ki 10 darab az els6 25 pozitiv egész koziil agy, hogy koziiliik barmely kettének 1 legyen a legnagyobb ko6zos osztdja.
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