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I. megoldas. Ha p o és 2« szog( elforgatottjat p’-vel, illetve p”-vel jeloljiik, akkor a feltétel szerint p+p” = p’,

azaz
p _ p/ + p/I — 0

A harom vektor, p, —p’ és p”’ abszolit értéke egyenls és nem 0, igy ha dsszegiik 0, akkor egymashoz fiizve 6ket, harom
egyenld szakaszbol allo zart tordttvonalat kapunk, ami azt jelenti, hogy a haromtagta zart vektorlanc egy szabalyos
haromszdget alkot.

Ez kétféeleképpen lehetséges: ha pozitiv koriiljaras szerint a p vektort a —p’ kdveti a lancban (1. dbra), illetve ha
p, p” és —p’ a sorrend (2. dbra).

1. dbra

2. dbra
Az els6 esetben a p’ vektor a p vektor —60°-o0s elforgatottja, a masodikban pedig, a forditott sorrend miatt, a p’

vektor a p 60°-os elforgatottja.
Az « sz0g tehat vagy —60° + n - 360°, vagy pedig 60° + k - 360°, ahol n és k egész szamok.

1
Megjegyzés. Lathato, hogy az « szogre pontosan akkor teljesiil a feladat feltétele, ha cosa = 3

II. megoldas. Ha tetsz6leges ¢ szog és p vektor esetén p(p) jeloli a p vektor ¢ szogi elforgatottjat, akkor a
feltétel szerint

(1) p +2a(p) = a(p)-

Forgassuk most el az (1)-ben szerepld vektorokat « szoggel. Mivel vektorok 6sszege tagonként forgathato, azért

a(p +2a(p)) = a(p) + a(2a(p)) = a(a(p)).

Elforgatott vektort tovabbforgatva az eredd elforgatas szoge az elforgatasok szogének sszege, ezért a(2a(p)) = 3a(p)
és a(a(p)) = 2a(p). Igy

(2) a(p) + 3a(p) = 2a(p).

(1) és (2) Osszegét tekintve
p +a(p) + 2a(p) + 3a(p) = a(p) + 2a(p),

AZAZ
p +3a(p) =0,

ha (1) teljesiil, akkor a p vektor 3« szogi elforgatottja a p vektor ellentettje, a 3a-val valé forgatas 180°-kal forgatja
el a p vektort.

Igy 3a = 180° + k - 360°, ahonnan a; = 60°, ap = 180° és az = 300°. Mivel (1) és (2) Osszegét hasznaltuk, a
talalt értékek nem feltétleniil megoldésai az eredeti feladatnak; valéban, as = 180° lathatéan nem megoldas, ilyenkor
p + 360°(p) = 2p, ami nem egyenls 180°(p) = —p-vel, ha p # 0.

A masik két érték, o; = 60° és ap = 300° lathatoan megoldasok (3. dbra).

Megjegyzések. 1. A fenti megoldasban a 2a(p) jelolés némi ovatossagot igényel: helyesebb volna (2«)p-nek irni,
hiszen az nem az «(p) vektor kétszerese, hanem a 2a szoggel elforgatott p vektor.

2. A feladat jelentése és a megoldas algebrai jellege a komplex szamsikon kénnyen megmutathato. Ha az o szogi
elforgatast az egységnyi abszolut értékd, o argumentumi a szdmmal val6 szorzasként hajtjuk végre, akkor a feltétel
szerint a p # 0 komplex szamra

p+a’p=ap,



ahonnan p-vel osztva az
(3) a?—a+1=0

masodfoku egyenletet kapjuk, amit (a+1)-gyel szorozva az a®>+1 = 0 egyenlet adodik. Ennek komplex gyokei, a komplex
harmadik egységgyokok ellentettjei a (3) egyenlet megoldésai: a1 = cos 60° + isin60° és az = cos(—60°) + 7 sin(—60°).

Innen is az a; = 60°, ay = —60° adddik megoldasul, utobbi természetesen ugyanaz, mint a 300°-os forgatés.
120¢(p) 60¢(p) = p + 120¢(p) P
3 600¢(p) 300¢(p) = p + 600¢(p)
3. dbra

3. Ha tetszo6leges forgasszogek is szoba johetnek — a feladat szdvegében nincs megszoritds a szogekre —, akkor
termeészetesen végtelen sok megoldas adodik: oy = 60° + k - 360°, illetve oy, = —60° + n - 360°, ahol k és n tetsz6leges
egész szamok.



