Belatjuk, hogy minden pozitiv egész k-hoz talalhato olyan pozitiv egész n ugy, hogy (2" + 1) oszthat6 n-nel, és
n-nek pontosan k darab primosztdja van.
(Igy k = 2000-re is létezik ilyen n.)

k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast. k = 1-re igaz: 9 | 29 4+ 1.

k=2re:9-19]2%1 +1.

Tegyiik fel, hogy k-ra igaz (k > 2):

p%png, Dk | QPiP2Ps...Pi +1, PrL=3<pa=19<p3 < -+ < pg.

Segédtétel. Ha p > 3 prim, akkor (2P + 1)-nek van p-nél nagyobb primosztija.
Bizonyitds. Legyen a ¢ a (2P 4+ 1)-nek egy p-nél nem nagyobb primosztdja. Ekkor ¢ > 2 és

2P = —1 (mod q). Négyzetre emelve 2?P =1 (mod q).

A kis Fermat-tétel szerint 29 * = 1 (mod ¢). Innen az euklideszi algoritmus alkalmazaséval kapjuk, hogy 227 4=V =
1 (mod g). p /g — 1, mert ¢ — 1 < p, igy (2p, ¢—1) =2

22=4=1 (mod q), tehatq = 3.

Mésrészt 9 |/2P + 1, mert egyébként 227 = 1 (mod 9) és 26 = 1 (mod 9) miatt 2% 2P = 1 (mod 9) az euklideszi
algoritmus miatt, ami 22 = 1 (mod 9), és ez ellentmondas.

Ha tehat (2P + 1)-nek nincs p-nél nagyobb primosztdja, akkor 2P + 1 < 3, ami ellentmondas. Ezzel a segédtételt
belattuk.

Legyen ezutan pg11 a segédtétel szerinti prim, tehat pgi1 > pi, és pr+1 | 2P + 1.

Pk = _1 (mod karl), és igy2p?p2psmpkpk+1 = (_1)?%?2;03---;%71%“ = -1 (mod pk+1)7 azazZPE 11 | 2?%?2?3»»»%%“ + 1.
Masrészt az indukcios feltevés miatt pips ... py | QPiP2--PE 4 1, tehat

2;05102...1% =_1 (mod p%pz . _pk)_zpfpz...pkpkﬂ = (_l)m+1 —_— (mod p%pz . -pk)-pfpz o DEPE41 | 2???2»»»%?%1 +1,

mert p% “po - pr €8 ppyy relativ primek. Igy k4 l-re n = p% “pg - - - i - P41 megfelels, amivel az indukcios

bizonyitast befejeztiik.
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