El6szor az f fiiggvény néhany olyan tulajdonsagat igazoljuk, amelyek a fliggvényegyenletbdl és az f folytonossagabol
kovetkeznek.

i) [ kolcsondsen egyértelmd. Ha f(z1) = f(x2), akkor persze f(f(z1)) = f(f(z2)) is teljesiil, igy a fiiggvényegyenlet
szerint 1 = f(f(z1)) — f(z1) = f(f(22)) — f(x2) = z2, az [ tehdt valoban kolesénosen egyértelm.

it) Az f vagy szigortian monoton névé, vagy szigortian monoton fogyo, hiszen ha egy folytonos fiiggvény kolcsonosen
egyértelmi, akkor szigortan monoton névé vagy fogyo.

iii) f(0) = 0, ugyanis ha # = 0, akkor a fiiggvényegyenlet szerint f(f(0)) = 0+ f(0), a kdlcséndsen egyértelmi
fiiggveny egyenld értékeket vesz fol a 0 és az f(0) helyeken. Ez csak ugy lehetséges, ha f(0) = 0.

iv) Ha f szigoruan monoton novs, akkor az értékkészlete a valos szamok halmaza. Valoban, ha x > 0, akkor f(x) >
f(0) =0, igy f(f(x)) = a4 f(x) > x, az f fiiggvény tehat tetszdleges pozitiv szamnal nagyobb — és hasonloan kapjuk,
hogy tetszdleges negativ szamnal kisebb — értékeket is folvesz. Igy, mivel folytonos, értékkészlete a valds szamok
halmaza. Inverze, f~! tehat mindeniitt értelmes és szintén monoton néve.

Térjiink most r4 a megoldéasra.

Vizsgaljuk el6szor azt a lehetséget, amikor az f fiiggvény szigortian monoton fogyé. Legyen « # 0 tetszileges, és
tekintsiik az 21 = f(z), z2 = f(f(2)) = f(21), ..., &n = f(Tn_1), - .. sorozatot. Ha z = xo, akkor a fiiggvényegyenlet
szerint @y, + f(xr) = f(f(wr)), azaz Tp + Tpy1 = Tuy2, ha k > 0. Az xj, sorozat tehdt un. Fibonacci-tipusi sorozat.
Ismeretes — lasd példaul Kés Géza és Enekes Béla cikkét a KoMaL 2000. évi 9. szaméaban —, hogy a Fibonacci-tipusi
sorozatok felirhatok két specialis ilyen sorozat segitségével: léteznek olyan c;, co szdmok, hogy
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(1) Ty =c1 7"+ x2(—7)7", ahol 7 = +2\/_.

Mivel az f szigorian monoton fogyo6 és f(0) = 0, azért = és f(x) ellenkezs elGjeldek, a fenti x,, sorozat szomszédos
tagjai is ilyenek, a sorozat valtakozo elGjeld. A fenti (1) elGallitasban az els6 tag, ci7™ allando elGjeld, és abszolat
értéke n novekedtével tetsz6legesen nagy lehet. A masodik tag, co(—7)" " elGjele valtakozik, azonban ez a sorozat a
0-hoz tart, ha n tart a végtelenhez. Az x,, sorozat tehat csak akkor lehet a masodik taghoz hasonloan valtakozo elGjeld,
ha az allando elgjeld ,,dominéns tag”, ¢; - 7" = 0, azaz ¢; = 0.

Ekkor z,, = ¢a - (—7)™™; 29 = c2(—7)° = c2 = x miatt pedig f(z) = x1 = z - (—7)"', azaz ha f monoton fogyo,
akkor csak
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erre a folytonos fliggvényre teljesiil az adott fliggvényegyenlet.

Legyen most az f szigortan monoton nové. i) szerint f~' mindeniitt értelmes, igy az z # 0 szambol kiindulva
elkészithets az 1 = f~(z), 2o = fNx1), ..., 2_pn = f Y@ _n41), ... sorozat; itt most az f értékein visszafelé
lépegetve épitjiik {6l a sorozatot.

lehetséges, ahol 7 = . Az pedig konnyen ellendrizhets — felhasznélva peldaul a 72 = 7 + 1 sszefiiggést —, hogy

...I,3i>$,2i>$,1 '—f)IOL)Il —f>$2—f>

Az el6bbi z,, sorozat ,elé” illesztve a negativ indext tagokat, tovabbra is Fibonacci-tipust sorozatot kapunk, az (1)
Osszefiiggés a sorozat n-edik tagjara is érvényes marad a kiterjesztett sorozatra is.

Ha most n — —oo, akkor persze a valtakozo elGjeld co(—7)~" lesz a ,dominans”, ¢; - 7" a 0-hoz tart. Az x,, sorozat
(n € Z) viszont most dllandé eldjeld , hiszen = > 0 esetén f(x) > 0, x < 0 esetén pedig f(x) < 0. Ez pedig csak ugy
lehetséges, ha a nem korlatos, valtakozo elGjeld co(—7)~" rész 0, 2, = ¢17"; ahonnan az el6z6 esethez hasonldan az
fx) =21 =27, azaz

f(z) =T

adodik. A 72 = 7 + 1 Osszefiiggésbél azonnal adodik, hogy ez a fiiggvény is megoldas.
A fliggvényegyenletnek tehat két folytonos megoldasa van; mindketts elséfoku fiiggvény,

filz) = —% és fo(x) = T2,
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ahol 7 =



