Legyen u, v az egyenlet egy megoldasa, azaz u”® —av® = —1. Mivel u és v egyike sem nulla feltehets, hogy mindketten

pozitivak. Legyen n = u? + av? és k = 2uv; ekkor

n? — ak® = (u* + a®v* + 20uv?) — dau*® = (u? — aw?)? = 1.

Ekkor
—1 = (n* — ak?)(u® — av?) = n*u® — an*v? — ak®u? + a*k*v? =
= (nu + akv)? — a(nv + ku)?.
Ez azt jelenti, hogy az u, v parhoz hasonléan az u; = nu + akv, v; = nv + ku par is megoldasa az 2 — ay® = —1

egyenletnek. Mivel az u, v, n, k szdmok mindegyike pozitiv, u < u; és v < vy. Ezt folytatva, az uq, v1 parbol olyan
ug, vo megoldast nyerhetiink, amelyre u; < ug, v1 < vy és igy tovabb; a fennall6 egyenlétlenségek biztositjak, hogy a
kapott megoldasok mind kiilonbozéek.
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Megjegyzés. Tekintsiik az r + sv/a alaki szamokat, ahol r, s tetszéleges egészek. Mivel a feladat feltételei miatt /a
irracionalis, ez a feliras egyértelmd, és ilyen alakt szamok szorzata is ilyen. A feladat allitédsa (és a fenti bizonyitas
is) lényegében azon mulik, hogy az ilyen alaku szamok normdjat N(r + sv/a) := (r + sv/a)(r — sv/a) = r* — as®*-nek
definidlva

N((r1 +s1v/a) - (r2 + s2v/a)) = N(r1 + s1v/a) - N(r2 + s2v/a)

teljesiil.



