I. megoldas. Ha p = 1, akkor a sorozat minden tagja 1, a sorozat elemeibgl készithets Gsszegek egész szamok,
amibgl kovetkezik, hogy a nem egész szdmok nem kozelithet6k meg tetszéleges pontossaggal.

1
Mivel egy pozitiv p szam helyett a reciprokaboél, —-bdl kiindulva ugyanazt a sorozatot kapjuk, igy elegendd az olyan

sorozatokat vizsgalni, amelyekre p > 1. Ekkor az
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L=+ S+t —+...
p P p

végtelen mértani sor konvergens, 6sszege S = = Ll’ ami azt jelenti, hogy a p nempozitiv kitevji hatvanyaibol

1—
készitett minden véges Osszeg kisebb, mint S.
Ha tehat S < p (ez p > 1 miatt pontosan akkor teljesiil, ha p > 2), akkor a sorozat elemeibdl készitett minden
véges Osszeg vagy S-nél kisebb — ha nem tartalmaz pozitiv kitev§jd p-hatvanyt —, vagy legalabb p.
Ebben az esetben pedig az S-nél nagyobb és p-nél kisebb szamok nem kozelithetSk meg tetszGleges pontossaggal.

=

1
Megmutatjuk, hogy ha 1 < p < 2 — és igy a szimmetrikus — < p < 1 esetben is — mar barmely pozitiv valés szam

tetsz6leges pontossaggal megkozelithets. Ha w > 0, akkor jarjunk el agy, ahogyan egy pozitiv egész kettes szamrend-
szerbeli alakjat szoktuk folirni: lépésenként a nala nem nagyobb p-hatvanyok koziil a legnagyobbikkal csokkentsiik a
szdmot.

Konnyen meggondolhat6, hogy mivel a p™, n € Z sorozat szigorian monoton novs, nem korlatos és nEIEloo p"t =0,

azért létezik — pontosan egy — olyan n; kitevs, hogy
(1) P <u < pttm
Mivel most p < 2, azért (1)-b6l u < 2p™, és igy

0<u—p™ <p™

kovetkezik. Ha tehat az v — p™* kiilonbség nem nulla — ami nyilvan foltehets, egyébként ugyanis az u-t pontosan is els
tudjuk allitani —, akkor kisebb, mint p™', a kozelités elsé tagja.

Az eljaras most mar folytathato az w3 = u — p™* kiilonbségre. A fentiekb6l kovetkezik, hogy az ehhez kivalasztott
legnagyobb p-hatvany kitevGje hatarozottan kisebb, mint n,. Ha az eljaras véges sok 1épésben leall, akkor egyenlGséget
kapunk, és igy az u véges sok p-hatvany Osszege. Ha nem ez a helyzet, akkor a p™ > p"? > ... > p"™ > ... egész
kitevgjli p-hatvanyok végtelen csokkend sorozatat kapjuk, amelyekre

pn1+pn2++pnk <u<pn1+pn2+”.+pl+nk

minden k-ra.

—1).pm
A két korlat eltérése p™*(p — 1). Mivel ny, < n; — (k — 1), azért az als6 korlat hibéja legfeljebb u

—1
Itt a p és ny rogzitett szamok, a szamlalé konstans, a nevezd pedig p > 1 miatt tetszélegesen nagy lehet, igy a
Pt 4+ p"? + -+ p"F + ... kozelités hib4ja tetsz6legesen kicsivé valik, ha k elég nagy.

1
Tehat az = < p < 1és az 1 < p < 2 szadmokra teljesiil, hogy minden pozitiv szam tetsz6leges pontossaggal

megkozelithetd p egész kitevsjd hatvanyaibol készitett véges Osszegekkel.
Zaldn Péter (Budapest, Fasori Evang. Gimn., 12. o.t.) dolgozata alapjan

II. megoldas. Most is csak a p > 1 esetben vizsgéaljuk a feladat kérdését. Pozitiv szamok egy H halmazat
hivjuk ,egyenletesnek”, ha van olyan d > 0, hogy minden pozitiv szamtol legfeljebb 1 tavolsagra talalhato H-beli elem.
Megmutatjuk, hogy ha 1 < p < 2, akkor az 1, p, p°, ..., p", ... szamokbol készitett véges Gsszegek halmaza egyenletes,
mégpedig d = 1 valasztassal. Ezt az alabbi formaban igazoljuk az n-re vonatkoz6 teljes indukcidval:

Ha 0 < T < p", akkor van olyan részhalmaza az {1, p, ..., p" '} halmaznak, amelyben az elemek sszege 1-nél
kevesebbel tér el T-t6l.

Ha n =0, akkor 0 < T < 1, igy az iires halmaz — amelyben az elemek 6sszege 0 — megfelels. Legyen most n > 0,
tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden n-nél kisebb pozitiv egészre, és tekintsiik a 0 < T < p" szamot. Ha T < p"~!
is igaz, akkor az indukcios feltevésbél kovetkezik az allitas. Ha T = p"~!, akkor az egyelemti {p”fl} halmaz megfelel
(Az eltérés 0.)

Hap" ! < T <p", akkor0 < T—p" ! < p"—p" ! = (p—1)-p" !, ésmivel 0 < p — 1 < 1, azért (p—1)-p" ' <p"~ L

Igy 0 < T—p" ! < p" !, ezért az indukcios felteves szerint a T — p™ ' kiilonbséget 1-nél jobban kozelits dsszeghez
p"let hozzavéve, a T-t kozelité sszeget kapunk.

Legyen most u > 0 tetszoleges, és tekintsiik a T = p¥ - u szamot, ahol N egész. A fentiek szerint a T-hez létezik a
p nemnegativ hatvanyainak egy véges halmaza tgy, hogy az elemek S Osszegére

T — S| < 1.



Ezt az egyenl6tlenséget p™ -nel osztva kapjuk, hogy
1
PN’

S
u—p—N

1 S
Mivel p > 1 esetén — tetszGlegesen kicsi lehet, tovabba — a kivant alaku Osszeg, ezért 1 < p < 2 esetén barmely

pozitiv u szam tetszdlegesen megkozelithets a p hatvanyaibol készitett 0sszegekkel. Megmutatjuk, hogy ha p > 2, akkor
" —1

"1 szamokbol 2" 6sszeg készithets, ezek mindannyian 0 és 14+p+- - -+p" ! = P 1
p—

-1
: 2" ami p > 2 miatt tetszGlegesen nagy lehet.

ez nem lehetséges. A p°, pt, ..., p

n

kozott vannak. A szomszédos Osszegek kozti atlagos eltérés tehét b
Mivel a p negativ kitevsjd hatvanyainak 0sszege korlatos, el6bb-ut6bb biztosan nem hidalhatok majd a4t a nemnegativ
kitevGji hatvanyok felhasznalasaval készitett Osszegek kozti eltérések.
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