I. megoldas. Jelolje M a keresett maximumot. Ekkor a K6MaL 2001/5. szam 270-281. oldalan latottak szerint
M az a legnagyobb pozitiv szam, amelyre az x(z + 1)(3 — ) = M egyenletnek egynél t6bb megoldasa van (dbra).
Az egyenlet 2> — 222 — 3z + M = 0 alakba irhat6. Ebben a forméaban a Cardano-formula nem alkalmazhat6, ehhez

2
el6szor a masodfoka tagot ki kell kiiszobolniink. Ezt a szokésos t = — 3 helyettesitéssel érhetjiik el:
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igy a keresett M szamra a
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Ez két szamra teljesiil, ezek M = D+ VI3 ésm=———. M > 0> m, és a mbdszeriinkkel kapott feltétel

27 27
(az 2® — 22% — 3x + M = 0 egyenletnek kétszeres gydke van) nemcsak az (1 + 2)(3 — x) lokalis maximumara, M-re,

hanem a negativ lokalis minimumra, m-re is teljesiil (dbra).
Az 2(142)(3 —z) kifejezés maximuma tehét a pozitiv szdmok halmazan
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Szekeres Baldzs (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn., 10. o.t.)

Megjegyzések. 1. A fenti okoskodasbol nem deriil ki — a feladat ezt nem is kérdezte —, hogy az x milyen értékére
kapjuk ezt a maximumot.

2. A kétszeres gyok meglétét feltételezve az x> — 222 — 3z + M polinom (z — o)(z — §)? gyoktényezds alakja is
elvezet a megoldashoz.

A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggések szerint ugyanis

a+28=2  é&s(1)B%+2a8 = —3.(2)
Az (1) egyenletbdl a-t kifejezve a
382 —48-3=0
egyenletet kapjuk, ennek megoldésai
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Ismét megkaptuk az f(x) = z(1 + z)(3 — z) fiiggvény lokalis minimumat is, ez f(51) (1d. dbra). A maximum értéke
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f(B2) = f ( ~ 6,0646.
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3. A majusi szdmunkban kozolt cikk bemutatja, hogy az ott vizsgalt x - fiiggvény maximuma hogyan

hatarozhaté meg a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenség felhasznélasaval is. Ez akkor a tényezdk szimmet-
ridjan mulott, a fliggvény négyzete olyan haromtényezss szorzatként volt felirhatd, ahol a tényez6k szdmtani kozepe
mar nem fiiggott az x-t6l. Ez a triikk most latszolag nem miikddik. Tanulsagos megnézni, hogyan alkalmazhaté meégis,
mikdzben ez . megoldés t valtozdja 1) szerepben tiinik fel.
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II. megoldas. At =az— 3 véltozo bevezetésével az 1. megoldasban latottak szerint x(14-x)(3—x) = —t3+ §t+ 77
13

azaz a vizsgalt szorzat maximumahoz elegendd megtalalni a g(t) = ¢ <§ - t2) maximumét, a keresett érték ennél
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E—del nagyobb. Az x > 0 feltétel most ¢ > —=-ot jelent, de ha 0 >t > —3 akkor g(t) < 0 = ¢(0), tehat a maximumot

elegendd a t > 0 halmazon keresniink, és max g(t) > 0.
Most mar minden tovabbi nélkiil alkalmazhat6 a méjusi szam cikkében latott elemi modszer, g(t) a t > 0 halmazon

pontosan akkor maximalis, ha
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maximalis. A pozitiv tényez6k Osszege 3 igy a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenség szerint
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EgyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha 2t = 3~ t?, azaz t = ——.

V13.

azaz g(t)
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Az (14 z)(3 — ) szorzat maximuma tehat a pozitiv szamok halmazan 77 V13 + 77 és pontosan akkor van egyen-
V13 2
16ség, ha x = = + 3"

Ambrus Gergely (Szeged, Radnoti M. Gimn., 12. o.t.)

Megjegyzés. Tobben kisérleteztek a gyakran hatasos ,hatarozatlan egyiitthatd” modszerével, ez azonban kézvetleniil
nem vezet eredményre. A médszer 1ényege az, hogy valamelyik tényez6t megkiséreljiik egy olyan — pozitiv — ¢ szorzdval
kiegésziteni, hogy az igy modositott hadrom tényezd 6sszegébdl éppen kiessen a valtozo, a szdmtani és mértani kozepek
kozti egyenlGtlenség fels6 becslésében konstans szerepeljen.

Az els6 két tényezonél csak a trividlis ¢ = 1 lehetséges, a harmadik tényezére ugyan ¢ = 2 valasztassal

r4+(14+2)+2B8—-2)=71,

tehédt a szamtani és mértani kdzepek kozti egyenl6tlenség szerint most

7\ 3
2(1+2)(6 - 20) < (g) ,
és igy a vizsgalt szorzatra
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adodik, de ebben az egyenlétlenségben az elsé két tényezs x és 1 + = nem lehetnek egyenlgk, a felhasznélt egyen-

16tlenségben tehat nem allhat egyenldség, a kapott felsé becslés nem a maximum, hanem csupén egy felsé korlat.
A fenti moédszer finomitésa azonban célhoz vezet.
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II1. megoldas. A keresett c egyiitthatot bontsuk tovabb két hatarozatlan tényezs, u és v szorzatéra, vizsgaljuk
az u-v- f(z) = (ux) - (v(1 +x)) - (3 — x) szorzat harom tényezsjét. Feltételeink a kovetkezsk:

i) u és v pozitiv szamok;

it) a tényezdk Osszege, ux + v(1 + x) + (3 — ) allando;

iii) az ux = v(1l + x) = 3 — = egyenletrendszernek létezik pozitiv megoldasa. (A szorzatra kapott felsé becslésben
tehat elérhetd az egyenlség.)

it)-b6l u 4+ v = 1. Ezt 4ii)-ba helyettesitve az

ur = (1 —u)(l+xz)

egyenlet megoldasa x = u—, az ur = 3 — z egyenleté pedig x =

— 1+u
Ha ez a két megoldas egyenls, akkor innen u-ra az

W4+6bu—4=0

egyenlet adodik, ennek pozitiv gyoke v = V13 — 3. (Ekkor az z-re kapott mindkét tort értelmes.)
Ha most v = 1 — u = 4 — /13, akkor lathatéan v is pozitiv, uz + v(1 + z) + (3 — ) = 3 + v, és van olyan =z,
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mégpedig Tru 3 hogy az

(uz) - (v(1 +2)) - (3 — )



szorzat tényezdi egyenls pozitiv szdmok.
Most mar alkalmazhaté a szamtani és mértani kdzepek kozti egyenlétlenség,

S/U,/U.f(x)g 3—;’—1)7
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sitéssel, akar pedig gy, hogy a jobb oldal kébét elosztjuk az uv szorzattal. Az eredmény Gsszevondas és egyszertsités

2
utan E(35 + 13v13).

és az egyenlGség lehetséges, pontosan akkor, ha = = . A maximum értéke most mar adodik, akar behelyette-
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