I. megoldas. Az allitast el6szor a nem hegyesszogii haromszogekre latjuk be. Legyen példaul BAC'< > 90°. Ekkor
A-nak a BC oldal F felezépontjara valé A, tiikorképe a koriilirt korre vagy annak belsejébe esik (1. dbra). Igy az
A, BC héaromszog tartalmazza az ABC-vel egybevagd A, BC' haromszoget, ezért a teriilete legalabb t apc.

Ha ABC hegyesszogi, akkor az M magassagpont a belsejébe esik, és — mint ismeretes — barmelyik oldalra vagy
oldalfelez6 pontra valé tiikdrképe a koriilirt korén van. Jelolje az M tiikorképét a BC-re M a, az F-re pedig M’y (2.
dbra). Mivel az AF egyenes elvélasztja az M4, M/, pontokat, azért A; az MaM’y (révidebb) korivre esik. Igy A;-nek a
BC-t6l valo tavolsiga legalabb akkora, mint Ma-nak (illetve M’;-nak) a tavolsaga BC-t6l. Ezért az M BC' haromszog
teriilete legfeljebb akkora, mint az A; BC haromszogé, és pontosan akkor egyenlSk, ha M4 = M/, azaz AB = AC.

Hasonléan kapjuk, hogy Teyma < Trcya €8 Tame < Tap,c. A hirom egyenlGtlenséget Ssszegezve a bizonyitandé
allitast kapjuk, és az is latszik, hogy csak szabalyos haromszogre van egyenl@ség.
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II. megoldas. Jeloljik a haromszog oldalait a, b, c-vel, silyvonalait pedig s,, sp, Sc-vel. Legyen a BC' oldal
felez6pontja F', az A-bol, illetve A1-b6l a BC' egyenesre bocsajtott merdlegesek talppontjai pedig T4, illetve T4, .

Az AFB és a CFA; haromszogek hasonldak, mert F-nél lévs szogiik cstucsszogek, tovabba FC A< = BAF <,
mert azonos iven nyugvoé keriileti szogek (3. dbra). Ezért megfelel oldalaik ardnya megegyezik, tehat
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Az ATAF és A1Ta, F derékszogl haromszogek is hasonloak, hiszen megfelels szogeik egyenléek. Igy 2 1:_4,1 = A—;’
azaz 1
AlF . ATA a
1 ATy, = ————— = — - AT4.
(1) A AF 42 A

Az ATy, illetve A1T4, szakaszok az ABC, illetve az A; BC haromszogek BC oldalhoz tartozd magassagal, ezért az
ismert teriiletképlet szerint

2t
AT, — ABC
a

Ezt behelyettesitve (1)-be és ismét alkalmazva a teriiletképletet, kapjuk, hogy

a-A1Tx, a®> 2tapc _ a®-tapc

a
t = — = —
ArBo 2 2 4s2 a 452

2

Felhasznélva, az ismert 4s> = 2b% 4+ 2¢? — a? Gsszefliggést, innen

2
a“-tapc

tase = 202 4+ 2¢2 — g2’

Ugyanigy felirhato tp,ca és tc, ap is. A bizonyitando allitas tehat

a?-tapo b - tapc c? tapc
202 +2¢2 —a?  2c2+2a2 —0b2  2a? 4 2b% —

5 = taBc.
C

Mivel tgpc > 0, azért azt kell megmutatnunk, hogy

a? b2 2

S = >1
2b2+202—a2+2c2+2a2—b2+2a2+2b2—02 -

A szamtani és a harmonikus kozepek kozti egyenlStlenség szerint ha z, y, z pozitiv szamok, akkor

1.
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y T,.1 1
T Yy z
a® b2 c?
Az egyenlﬁtlenséget az r = m, Yy = m és z = m szamokra felirva, ezutan
felhasznalva, hogy egy pozitiv szamnak és a reciprokanak az ¢sszege legalabb 2, kapjuk, hogy

S > 9 == 9 > 0 =
2 2b2+i§2,a2 T 2c2+ig27b2 T 2a2+§2b27(;2 == 2(2_2"_(1:_;) +2(Z_§+zé_§)+2(¢cz_§+;_z) _3792.2+42.24+42.2-3

Ezzel a feladat allitasat belattuk, s bizonyitasunkbol az is latszik, hogy egyenlGség akkor és csak akkor van, haa = b = ¢,
azaz, ha ABC szabalyos haromszog.
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