Legyen @ egy, a feltételeknek megfelel6 pont, és legyen a gémbre vonatkozé hatvanya p. Tekintsiik az A, B, Ag és
Bg pontokat.
Az ABQ és BoAgQ haromszogek hasonlésagabol
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Mivel az Ag BoCqDq tetraéder egyenls oldalt, AgBg = CoDq. Behelyettesitve az el6bbi eredményeket,
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E harom egyenletbdl kiszamithatjuk az AQ, BQ, CQ és DQ tavolsdgok aranyét:

AQ: BQ:CQ :DQ =
=+VAB-AC-AD:vVBA -BC-BD:VCA-CB-CD:vVDA-DB-DC.

Mint ismeretes, azok a () pontok, amelyekre az AQ : BQ arany egy megadott érték, egy gébmbon vannak, amelynek
kozéppontja az AB egyenesen van, és kilonbozik az A és B pontoktol. (Az ilyen gémboket Apolloniusz-gémboknek
is nevezziik.) Ha az arany 1, akkor a gomb elfajul az AB szakasz felez6 mersleges sikjava. Hasonloképpen azok a Q
pontok, amelyekre az AQ : CQ, illetve AQ : DQ arany megfelels, vagy az AC, illetve AD szakaszok felezé merdleges
sikjan, vagy pedig egy olyan gémbon helyezkednek el, amelynek kozéppontja az AC, illetve AD egyenesen van, de
nem eshet ezeknek a szakaszoknak a végpontjaiba. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ennek a harom Apolloniusz-
gémbnek, illetve -siknak legfeljebb két k6z6s pontja lehet. Jeloljiik a harom gdmbét, illetve sikot Gyp-vel, Ge-vel, illetve
Gd—vel.

Ha Gy, G, és G4 egyike sem fajul el és van harom ko6zos pontjuk, akkor a kozos pontokon dtmené kor mindhérom
gombre illeszkedik. A kozos kor ¢ tengelye (a kor sikjara a kézéppontban allitott merdleges egyenes) mindharom gémb
kozéppontjat tartalmazza. A tengely tehat tartalmazza az AB, AC, AD egyenesek egy-egy, A-to6l kiilonb6z6 pontjat.
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy A és t sikja tartalmazza az AB, AC és AD egyeneseket, ezaltal a B, C' és D pontokat
is; ez viszont ellentmond annak, hogy az A, B, C' és D pontok nincsenek egy sikban.

Ha az egyik Apolloniusz-gomb, mondjuk Gy sikka fajul, akkor csak tugy lehet ketténél tobb k6zos pontja G.-vel
és Gg-vel, ha a Gy sikot a G, és G4 gombok ugyanabban a korben metszik. A kozos metszet-kor ¢ tengelye atmegy
a G és G4 gombok kozéppontjan, tehat metszi az AC és AD egyeneseket, tehat az ACD sikban van. Ugyanakkor ¢
merdleges a Gy, sikra, vagyis parhuzamos az AB szakasszal. Ebbgl ismét az kovetkezik, hogy az A, B, C és D pontok
egy sikban vannak, ami ellentmondaés.

Ha két Apolloniusz-gomb, példaul Gy és G, fajul sikka, akkor ezek kiilonb6zd iranyuak, mert merdlegesek a kiilon-
bo6z6 iranyu AB, illetve AC szakaszokra. A két sik tehat egy egyenesben metszi egymést. Ennek az egyenesnek a Gy
gombbel legfeljebb két kézos pontja lehet.

Végiil, ha mindharom Apolloniusz-gomb sikkéa fajul, akkor egyetlen k6zos pontjuk van: az ABCD tetraéder koriilirt

gémbjének kozéppontja.
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