I. megoldas. Ha a hangya a gorbe P(a;b) pontjaban tartdzkodik, akkor az
22 +br+b2—6=0 és az vV +ay+a®?—6=0

egyenleteknek van valos gyoke — éppen a, illetve b —, és igy az egyenletek diszkriminansa, Dy = 24—3b% és D, = 24— 3a>
nem negativ. Ha valamelyikiik, példaul D, = 0, azaz |a| = 2v/2 (ekkor b = —g), akkor a hangya az y tengellyel

parhuzamosan nem tud tovabb haladni. Ez a két pont Y3 (2\/5; —\/5), illetve Yz(—2\/§; \/5) Hasonl6an, amikor Dy = 0,
azaz a hangya az X; (\/5, —2\/5) vagy az Xg(—\/i; 2\/5) pontban van, akkor az x tengellyel parhuzamosan nem mehet
tovabb.

Mindez jol lathato, ha meggondoljuk, hogy a szoban forgoé gorbe ellipszis (1. dbra), az X;, Y; pontok pedig a
tengelyekkel parhuzamos érint6k érintési pontjai.

Ha a hangya a fenti négytdl kiilonb6z6 P(a;b) gorbepontban tartozkodik, akkor mindkét megengedett iranyban el
tud indulni. Ha P nem az tatvonal kezd6pontja, akkor persze csak az egyik irAny mentén mehet tovabb, hiszen a masik
irAnybol kellett megérkeznie.

Ha példaul az x tengellyel parhuzamosan a gorbe Q(c;b) pontjaba jut, akkor a fentiek szerint ¢ # a, és ez a két
szam, a és ¢ az 22 + bz + b? — 6 = 0 egyenlet két valos gyoke, azaz a + ¢ = —b.

Hasonloan kapjuk, hogy ha a hangya az y tengellyel parhuzamos ttvonalon az R(a;d) pontba lép a P-bdl, akkor
d+b= —a (2. dbra).

Lathato, hogy a hangya barmely lépésének végpontjai olyan pontok a gérbén, amelyek Osszesen 4 koordinatajabol
ketts megegyezik, és ennek, valamint a tovabbi két koordindtanak az Osszege 0, a+b+c=0¢ésa+b+d=0.

Ha tehat a hangya példaul az z tengellyel parhuzamosan indul el a Py(a;b) pontbol, akkor dtja soran a kovetkezs
gorbepontokon halad at:

Py(a;b) = Pi(—a — b;b) = Py(—a —b;a) — Ps(b;a) —
— Py(b;—a —b) = Ps(a;—a — b) = Ps(a;b),

lathaté tehat, hogy ha ttja sordn nem érinti az X;, Y; pontok egyikét sem, akkor pontosan a hatodik 1épésben megall.
Ha utkozben ezek valamelyikébe jut, akkor persze mar korabban is megallhat.
Babos Attila (ELTE Radnoti M. Gyak. Gimn., 12. o.t.)

Megjegyzések. 1. Konnyen lathato, hogy az X; pontokba csak az y tengellyel parhuzamosan érkezhet a hangya, az
X1-be a B1(V2;V2), az Xy-be pedig a Ba(—v/2; —v/2) pontbol. Ugyanez a két pont — azok a pontok az ellipszisen,
amelyek koordinatai egyenlék — ahonnan az Y; és az Y2 pontokban eljuthatunk.

Osszefoglalva tehat, ha a hangya az X;, Y;, B; pontoktol kiilénbézé helyzetbsl indul, akkor pontosan a hatodik
lépés utan all meg, a B; pontokbdl indulva egy, az X;, Y; pontokbdl indulva pedig két 1épés utan akad el.

A lényegében helyes megoldasok szerzGi tobbé-kevésbé igy okoskodtak, de szinte mindenki megfeledkezett a hangya
kivételes utvonalainak vizsgélatéarol.

2. A ¢ = —a — b jeloléssel a hangya ttvonala — a kivételes pontoktol eltekintve — az (a;b), (¢;b), (¢;a), (b;a), (b;c),
(a; ¢), (a;b) pontokon &t vezet, a pontok koordinatai kozott csak az a, b, ¢ szamok fordulnak el, tgy, hogy a+b+c¢ =0
(8. dbra). Maga az ttvonal — ahogyan a gorbe is — tengelyesen szimmetrikus az y = x egyenletii egyenesre.

Az ilyen szdmharmasok érdekes kapcsolatban allnak a B. 3470. feladat egy lehetséges megkozelitésével. (Lasd a
megjegyzést a B. 3470. feladat III. megoldasahoz e szam 413. oldalan.)

Ha az f(z) = 2® — 62 harmadfokt polinomboél indulunk ki (4. dbra), akkor a feladatban szerepld ellipszis egyenlete:

f(@) = fly)
-y

:0,

az ellipszis pontjainak koordinatai pedig olyan (a;b) szamparok, amelyekre f(a) = f(b).

A szélsGértékektsl eltekintve f minden tSbbszorosen folvett értékét haromszor veszi fol, a hangya egy adott ut-
vonala pedig éppen egy ilyen szdmharmast hatdroz meg az Gt soran érintett gorbepontok koordinataiként. Ebben az
értelmezésben a feladat allitasa nyilvanvalo.
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II. megoldas. Forgassuk el a gorbét — és a hangya ttvonalat is — (—45°)-kal, ekkor egyenlete % +2% =1 alaka

4
lesz (5. dbra).

Az elforgatott utvonal egy, a koordinatatengelyekkel 45°-0s szoget bezar6 torottvonal. Az ellipszis excentricitasa,

b
— = —, igy ha a gorbére és a hangya Gtvonalara is V3 aranyt merdéleges affinitast alkalmazunk, akkor az ellipszis

a 3’
origd \k/'d—zepfi korbe, a hangya tutvonala pedig olyan torottvonalba megy at, amelynek szomszédos szakaszai 60, illetve
—60°-0s szoget zarnak be az x tengellyel (6. dbra).

A hangya két egymast kovets 1épése utani helyzetét tehat megkaphatjuk, ha atvonalanak P kezd&pontjat 120°-kal
elforgatjuk a kor kezd&pontja koriil. A forgatas irdnya a hangya haladasi iranyatol fiigg, és mivel az utazas soran ez

nem valtozik, hat egymast kovets 1épés utan a hangya visszajut oda, ahonnan elindult, és igy valéban megall.



Mindez majdnem minden kezd&pontra teljesiil annak a hat pontnak a kivételével, amelyek koziil négyben az x
tengellyel 60, illetve —60°-0s szoget bezaro érinték érintik a kort — ezekbe a pontokba érve a hangya elakad —, kettd
pedig a fiiggsleges atmérs két végpontja — innen juthat a hangya az érintési pontokba (7. dbra).

Megjegyzés. A masodik bizonyitasbol nyomban adédik — de a gérbe egyenletét vizsgélva is kideriil —, hogy az allitas
kizarolag az ellipszis alakjan mulik, azon, hogy a kis- és a nagytengely ardnya, a gérbe excentricitasa 1 : V3.
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