I. megoldas. Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor Pinokkiénak csak két akadéallyal kell megbirkéznia, amelyeken
a siker, illetve a kudarc valészintisége s1, so, illetve b1, b3. Ha Pinokki6é pontosan k-szor bukik el a masodik akadalyon
— itt k tetszGleges természetes szam lehet — akkor az els6 akadélyon mindannyiszor djra at kell jutnia. Ekkor tehat a
végsd siker valoszindsége py = sl(bgsl)k - 59. Annak a valdszintsége tehat, hogy Pinokkié mindkét akadalyon sikerrel

jut at Zpk. Az 6sszeg végtelen mértani sor, els6 tagja s1so, hanyadosa besy, ami most 0 és 1 kozé esik. A sor tehat
k=0
konvergens, Osszege

(1)

5152
§ = —.
1—5281

A nevez6 1 = by + s; felhasznalasaval by + s1(1 — ba) = by + $152, és igy

(2)

5182
§=—.
bl + S$182

5152
b1 + 5159 .
koziil a szamlalok egyenlGsége miatt az a nagyobb, amelyiknek a nevez6je kisebb. Igy s; % so > sg * s; pontosan
akkor teljesiil, ha b; < by, azaz s; > so. Két akadaly esetén tehat a konnyebb akadallyal kezdve lesz nagyobb esélye

Pinokkiénak. A jozan ész is ezt sugallja: érdemes a konnyebb feladatokkal kezdeni.

Ha bevezetjiik az s * so = jelolést, akkor lathatd, hogy a * miivelet nem kommutativ. s; % so és so * 51

Megjegyzés. A talalt eredmény és a tapasztalat altalaban is szemléletes vélaszt sugall a feladat els kérdésére: az
akadalyok novekvs nehézségi sorrendjében szamithat Pinokkié a legnagyobb esélyre, és a fenti okoskodés egy teljes
indukcios bizonyitas biztatd kezddlépéseként is felfoghat6. A gyors folytatashoz arra volna sziikség, hogy harom — vagy
tobb — akadély esetén tetszGleges sorrendben lehessen a szomszédos akadalypérok fenti ,,0sszevonasaval’ az akadalyok

1
szamat csokkenteni. Ez azonban nem teljesiil, a mtivelet nem asszociativ: ha példaul s; = so = s3 = —, akkor
1
51*52252*53:§,ésigy
(81 % 82) * 1*1<1*1 * (52 % 83)
51 %S S3=c-x-—< —%x—-=3§ 59 % S3).
1% 82 3= 3*5<g5*3 1 2% 83

A tovabblépéshez tehat az asszociativitas hidnyaban azt is meg kell vizsgalnunk, hogyan lehet harom akadalyt egyet-
leneggyel helyettesiteni: ebben az esetben is meg kell oldanunk a feladatot.

Legyen most harom akadaly, A1, As, As ebben a sorrendben, és rajtuk a siker és kudarc valoszintsége s;, illetve
b (i=1,2,3).
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Ekkor az (A1(s1), Aa(s2)) akadalypart a fentiek szerint az Aqa(s1 * s2) akadallyal helyettesitve

>

helyes eredményt kapunk annak a valoszintségére, hogy Pinokkio eljut az Az akadaly elé, ha azonban itt hibazik, akkor
Hfelilrol” érkezik vissza az Ajo akadédlyhoz, és ebben az esetben a siker valoszintisége mar nem ugyanaz az 6sszevont
és az eredeti valtozatban.

Megjegyzés. Konnyen meggondolhato, hogy annak a valészintisége, hogy Pinokki6 ,feliilrél” érkezve sikerrel tuljut
o0
1
az Aj, As paron, E so(bas1)® = — - (s1 * s2), igy ezutan az s; * sy helyettesités nem jogos.
51

k=0
Az (As, Aj3), illetve az Gket helyettesité Aaz(sa * s3)

akadélyhoz viszont Pinokkié mér nem keriilhet ,feliilr6]”, hiszen ezt csak a célbdl visszafordulva tehetné meg. Ez
azt jelenti, hogy az A1(s1), A2(s2), A3(s3) akadalyharmas az A;(s1), Aag(se*s3) akadalyparral, ez utobbi pedig, mint
lattuk, az egyetlen Aja3(s1 * (s2 * s3)) akadalyparral egyenértékd.

A x mivelet tehat s1 x (sg * s3) zarojelezéssel szamitja ki helyesen a harom akadalyon valé sikeres atjutéas valoszi-
ntiségét, innen pedig mar adodik, hogy n darab akadaly esetén

(3) s1x(sax (- % (Sp_1%8p)...))

a megfelel§ zarojelezés.



A feladat megoldasa ezek utan kétféle modon fejezhets be. Az eddigiek és (2) alapjan igazolhatjuk, hogy a (3)
alatti mennyiség valoban akkor a legnagyobb, ha az akadalyok ndvekvd nehézségi sorrendben kovetik egymast, majd
8

(2) és (3) felhasznalasaval kiszamoljuk ezt az értéket, han =9, s; = 10 52 , S9 = —. A masik lehetGségnek

az latszik, hogy (2) alapjan altalanos formulat keresiink a (3) kifejezésre, és ehhez keressiik meg a maximalis értéket

ado elrendezést.

L lehetéség. Mivel n darab akadéalynak n! darab sorrendje létezik, ezek kozott van olyan, amikor a (3) értéke
maximalis. Megmutatjuk, hogy ha ebben az esetben az s; értékek nem csdkkend sorrendben kovetik egymaéast, azaz ha
van olyan 1 < k < n, hogy s < sg+1, akkor a (3) kifejezés értéke novelhets, pontosabban

S1# (o (co.Sp* (Spgpr k- % (Spo1%8p)...).n.)) < S % (e (Sppr k(S %8p))...),

a k-adik és a (k+1)-edik akadaly cseréjével a siker valoszintsége né. (1)-bol lathato, hogy sq#s2 mindkét komponensében
szigorian monoton nove, és igy elegendd igazolni, hogy

Sk x (Spg1 k- x (Sp—1%8p) ... ) < Skg1 x(Sg %% (Sp_1%x8p)...),
azaz a (k + 1)-edik utani akadéalyok — ha vannak ilyenek — Gsszevonésa utén s < sk41-b6l
(4) Sk * (Sg41 * 8) < Skt1 * (Sk * 8)

kovetkezik. (Ha k4 1 = n, akkor s = 1 valasztéassal sgy1 %1 = sg41, €8 sk x 1 = s miatt az allitas a két tagrol latottak
szerint teljesiil.)
(4) igazolasadhoz egyszertien fejtsiik ki a két oldalt. (2) szerint

sk (Skr1xs) SpSki1S B SkSk41S
Sk*(skﬂ*s)_b + s - (Sk+1 % 9) " bpbri1 + bpSka1S + SpSke1S  bpbiil + SpiaS’
k - (Sk+ + + + + +

és ezutan ugyanigy
Sk+1SkS

Sk+1 * (Sk *S) = m
+

Mivel a szamlalok egyenl6k és a feltétel miatt a masodik tort nevezgje kisebb, az éllitas valéban igaz.
Ezek utan a maximalis valészintséget adod elrendezésben az akadalyok lépésenként 6sszevonhatok:

s’—s*s—2*1—1' s’—s*s’—3*1—3s’—s*s’—4*3—1' St = S5 % S/ >
s T - TTOTTOS 0 41 2900 67T 10 T 200 146 5776

63
Pinokkié maximalis esélye tehat 116 =~ 0,4315.

II. lehetdség. Termeészetesebb alakot kapunk, ha a (2) Gsszefliggés reciprokat tekintjik:

1 by 1
-1 1.

=14+ =.—.
S1 * 89 S1  S2
1 b b b b
A jobb oldal méasodik tagjaban — = 240 =1+ —2, igy har; = L &g Ty = —2, akkor
S2 S92 S2 ay az
1

:1—|—T1(1—|—T2):1—|—T1—|—’I”1T2,
S1 * 89

és ez pontosan akkor kisebb, mint n =147y +rire, hary <rg, azaz s; > So.
S$2 T S1

Innen egyszerd teljes indukciéval adédik, hogy

1

s1x(Sg % % (Spo1%Sp)...)

(5)

=14ri4+rire+---+mrire... 71y,

ahol r; = ﬁ

A maxirznélis valoszintiséget ado elrendezést akkor kapjuk, amikor (5) jobb oldala minimalis. Ha két szomszédos
akadalyt, a k-adikat és a (k4 1)-ediket folcseréljiik, akkor a megfelel§ 6sszegekben azok a tagok, amelyek rg-t és 71 1-et
egyszerre tartalmazzak vagy nem tartalmazzak, azonosak, igy a két Osszeg nagysagviszonya az egy-egy megmaradod
tag, r1Te ... Tp_1Tkt1 €S T2 ... TE—1Tk Nagysagviszonyatol, vagyis riy1 és ri nagysagviszonyatol fiigg. Ha ry1 < 1,
akkor a két akadaly cseréjével a siker valoszintségének reciproka csokken, a kérdéses valoszintiség tehat novekszik. A
maximalis valészintiséget adé elrendezésben tehat az r; értékek novekvGen, az akadalyok igy a siker valdszintiségének
csOkkend sorrendjében vannak elrendezve.
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aranyokat adja. Az ry-ro-- - --1; szorzat igy ) Z('g 1) =
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Pinokkio esetében ez az elrendezés az r; = 10—3
-1

—5—, @ maximalis valészintség tehat:

()
<<g>1+<§>1+...+ (g)l) 6

II. megoldas. Ha az akadalyok ebben a sorrendben A;, A, ..., A,, és a k-adik akadalyon sy, illetve 1 — s = by, a
siker és a kudarc valoszintisége, akkor jelolje py, annak a valoszintiségét, hogy a (k—1)-edik akadalyon tuljutva Pinokkio
igazi gyerek lesz. Ekkor a feladat kérdése éppen p;-re vonatkozik. Erdemes két ,mesterséges” értéket is bevezetni, ezek
po = 0 és ppy1 = 1. ElGbbi azt a szomoru feltételt jelenti, hogy az elsé akadalyon elbukva Pinokkié véllalkozésa nem
sikeriil, utébbi pedig azt, hogy ha az utolsé akadalyon is sikerrel tiljut, akkor a torténet boldog véget ér.

Ha Pinokki6 sikerrel veszi a k-adik akadalyt is — ennek si a valészintisége —, akkor ezutéan pyy1 eséllyel jut a célba;
ha nem — a kudarc valoszintsége a k-adik akadalyon b, —, akkor ujra kell probalkoznia a (k — 1)-edik akadélyon,
ahonnan p,_; a végsd siker valdszinisége.

Ez azt jelenti, hogy

(6) Pk = bk Pr—1 + Sk - Prt1, hak=1,2,...,n.

(Vegyiik észre, hogy k =1 és k = n esetén a bevezetett pg = 0 és p,+1 = 1 értékekkel (6) szintén teljesiil.)
Egy n-ismeretlenes egyenletrendszert kaptunk a bevezetett valoszindségekre, nekiink ezek egyike, p; értékét kell
megtalalnunk. Algebrai lépések helyett nézziik meg, mit jelentenek geometriailag a (6) egyenletek.

O=po p1 P2 Pn Pn+l =1

A py, valosziniségek jelentésébdl nyilvanvalo, hogy 0 = pg < p1 < -+ < pp, < 1 = pp1, tehédt a py szamok a [0; 1]
intervallum egy felosztasat adjak.
A pr = bg - pr—1 + Sk - pr+1 egyenlet azt mondja, hogy a pi szam a [pr—1; pr+1] intervallumot

dy_1 dy,
Pk—1 Pk Pk+1
, N dy; by T
ugy osztja két részre, hogy = —, azaz bevezetve az r, = — jelolést
dg-1 Sk Sk
(7) Prt1 — Pk =dg = 1) - dg—1.

Innen ismételt helyettesitéssel kapjuk, hogy di, = r1-ra-- - - 1 -do, és igy dg = p1 —po = p1, valamint do+di+---+d, =1
miatt
l=do+di+ - +dp=p1(14+ri+rre+--+rire...r),

azaz

1
Cld e Tire. Ty

P1

Lényegében az 1. megoldas (5) formulajat kaptuk meg, innen a feladat megoldasa az ott leirtak szerint fejezhets be.

Megjegyzések. 1. Az (7) egyenlGséget a (6) egyenletet atrendezésébdl nyilvan algebrai aton is megkaphatjuk.

2. Hasonl6an kapjuk, hogy a pj valdszintségek értéke

1—|—T1—|—’I”1T2—|—"'—|—’I”1’I”2...’I”k,1
1+rm+rmro+-+mra...1

pk:p1(1+T1+7"17"2+"'+7”1’I”2...Tk,1):

. b; .
3. Erdekes eredményhez jutunk, ha az egyes akadalyokon a siker val6szintisége allandé. Ekkor — = r, és ilyenkor
S5

3
vizsgalhatjuk a siker valoszintiségét, amennyiben az akadalyok szama a végtelenhez tart. A bizonyitottak szerint n

akadaly esetén
1

S=Sn)=——.
() 1+r+---+rm
1
Har > 1 - azaz s < 37 akkor a nevez6 nem korlatos, a siker valoszintisége nulldhoz tart, ami szomord, de nem
1
meglepd. Ha viszont r < 1, vagyis s > 3 tehat Pinokki6 tobbre képes, mint a vak véletlen, akkor a nevezd konvergens,

Osszege T— és igy a siker valoszintisége sem csokken 1 —r ala, akarhany akadallyal kell is szembenéznie Pinokkiénak.
—r



