I. megoldas. Az n-re vonatkozo teljes indukciéval igazoljuk, hogy ha 1 < i < j < n, akkor a H; és a H; halmazok
elemei 2-nél kisebb pozitiv valés szamok és nincs koztiik egyenld.

Ha n = 1, akkor ez nyilvanval6. Legyen most n > 1 és tegyiik fel, hogy az &llitas igaz az n-nél kisebb sorszamu
halmazokra. A H, halmaz az =, = /2 + x,_1 alaka szamokbol all, ahol z,,_1 € H,_1. Az indukcios foltevés szerint
0<2—xp1 <24z4_1 <4,ésigy a H, elemei is 2-nél kisebb pozitiv szamok. Meg kell még mutatnunk, hogy a H,,
elemei kozott nincsenek egymassal vagy pedig egy kisebb sorszamti H-beli elemmel egyenl6 szadmok.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, vagyis hogy létezik olyan 1 < ¢ < n, hogy x; = z,, valamilyen z; € H; és =, € H,
esetén. (Két H,-beli szam egyenlsége ugy értends, hogy kiilonbozs eljelsorozatok kiértékelésével kapjuk ugyanazt
az értéket.)

Ha i = 1, akkor H; = {V/2} miatt indirekt feltevésiink a

V2= 2%z,

egyenlGséget jelentené, ami nem lehetséges, mert az indukcios feltevés szerint z,,_1 # 0.

Ha 1 < i, akkor @; = /2 £ 2,1 és &, = \/2+ 2,1, ahol z;_1 € H;_1. Négyzetre emelés utan |x;,—1| = |z,—1]
kovetkezik, ami azt jelenti, hogy x;_1 = x,_1, hiszen ezek a szdmok pozitivak. Ezek a szamok az indukcios feltevés
szerint biztosan nem egyenl6k, ha ¢ < n, hiszen ekkor z;_; és z,_; kiilonb6z6 H halmazbdl valok, és igy kiilonbozok.
Az egyetlen lehetGség, hogy két kiilonbdz6 modon kiszamolt H,-beli szam, z), és x. egyenld, de ekkor a fentiek szerint
ez csak ugy lehetséges, ha kozos H,,—1-beli ,,6siik” van:

/ 2 12
T, =2+ Tp1 és Ty =V2—Tp_1.

Mivel x,,—1 # 0, ez az egyenlGség sem lehetséges.
A H; halmaznak tehat 271 eleme van, és mivel a H, (1 < n <2000) halmazok elemei k6z6tt nincsenek egyenl6k,

az
2000
U #n
n=1
2000
halmaznak Z on—1 — 92000 _ 1 gleme van.
n=1

II. megoldas. Az alabbi — talan bonyolultabb — megoldasban érdekes elgallitasat adjuk a H,, halmaz elemeinek,
amibdl kovetkezik majd, hogy nincsenek koztiik egyenld szamok.
Legyenek az a; szamok egymaéstol fliggetleniil +1-gyel egyenl6k. Ha még a H,, halmaz elemeinek az ellentettjét is

elkészitjiik, akkor az aq \/2 +as\/2+ -+ + a, V2 alaki szamokat kapjuk.

aiaz  aiasa a162...a
12 24 % +-- % alakt szamok halmazat, akkor az n-re vonatkozoé teljes

Ha R, jeloli az r, = a1 +
indukciéval igazoljuk, hogy

(%) al\/2+a2\/2+~--+an\/§—ZSinrn~g.
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Mivel -2 < 7, < 2, azért —3 <rp— < 5 Ezen az intervallumon a szinuszfiiggvény kolcsénosen egyértelm (szigoruan

monoton néves), ezért a H; halmazok vizsgélata a fenti jellemzés szerint a megfelels R; halmazok vizsgéalatara vezethetd

vissza: az R; halmazok elemei a +1 + 3 +---+£ 31 alaki szamok, az pedig konnyen lathato, hogy az R; halmaznak
2" darab eleme van, és az R; halmazok diszjunktak.
Kovetkezik a (x) azonossag bizonyitasa.

Ha n =1, akkor r; = aj, és azt kell megmutatnunk, hogy

a1\/§ = 2sina1%.

2
Mivel a szinuszfiiggvény péaratlan, sina; - * = a; - sinz, tehat a jobb oldalon a;2 sin% = aﬂ% all, () tehat igaz, ha

Tn—1

n = 1. Legyen most n > 1. Ekkor, amint az kdnnyen ellenérizhets, r, = ay (1 + ), ahol r,_1 € Ry, _1.

2 n— . n— . 1- 2 .
Igy 2sinrn-z = 2sinay (1+r 1) il = 2a1 sin (1—|—T 1) I.Ismeretes, hogy smaz:l:\/ﬂ,amlt most
4 2 4 2 4 2
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2sina = a1v2 — 2 cos 2« alakba irhatunk (aq = +1). Most a = (1 + Tn2_1) . %, igy
2sinr, - 5 = al\/2—2cos(T"21 +1) =



Mivel cos (:E + g) = —sinz, azért

Tn—1

2sinrng:a1\/2+281n -gzal\/2+251nrn_1-£.

A négyzetgyok alatt az indukcios feltevés szerint

2+a2\/2+a3 24+ anV?2

all, igy (x) bizonyitasat befejeztiik.
Pallos Péter (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 10. o.t.) megoldasa alapjan

Megjegyzés. Ha bevezetjiik a p1(x) = 2% — 2 és a p,(z) = p2_,(x) — 2 = p1(pn_1(x)) polinomokat, akkor kénnyen
lathato, hogy a H,, halmaz elemei és azok ellentettjei a 2"-edfokt p,(x) polinom gyodkei. Ezek a polinomok szoros
kapcsolatban vannak az un. Csebisev-polinomokkal. Ismeretes, hogy adott n természetes szamra cos nx felirhatd cosx
n-edfokt polinomjaként: cos 0x = 1 = Ty(x), cos 1o = cos z miatt Ty (z) = x, cos 2x = 2 cos® x—1 miatt Tp(x) = 222 —1
és altaldban, az n-edfokua T;, Csebisev-polinomra

cosnx = Ty (cos x).

1
A fenti p;(x) polinom éppen 275 (%), és nyomban adodik, hogy a 2"-edfokd p,,(z) polinom nem mas, mint §T2n (2z).
Ez viszont azt jelenti, hogy

(1) pn(2cosz) =2 - cos2"x.

Ennek az Gsszefliggésnek az alapjan fel tudunk irni trigonometrikus alakban 2" darab szamot, amelyek valamennyien
gySkei a p,(r) polinomnak. Igy viszont a polinom minden gydkeét felsoroljuk, hiszen a p,(z) polinom foka éppen 2".
Erre azért van jogos reményiink, mert tudjuk, hogy a H,, halmaz elemei és azok ellentettjei a p,(x) polinom gyodkei,
ezek a szdmok pedig, mint lattuk, —2 és 2 kozé esnek, és igy 2 cosx alakba irhatok.

Igy z-nek azokat az értékeit keressiik, amelyekre 2 cos 2™2 = 0; ha x; egy ilyen szam, akkor 2 cosz; a py,(z) polinom
gyoke.

cos 2"z = 0 pontosan akkor, ha 2"z = kg, ahol k paratlan egész szam, igy p,(z)-nek gyokei a

™
2COSI€ . W
alakt szamok, ahol k paratlan. Ha 1 < k < 2"*! akkor 0 < k27::-1 < m, igy mivel a koszinuszfiiggvény a [0; 7]

intervallumon szigordan monoton fogyo, a felsorolt 2" darab szam kozott nincsenek egyenlSk, megkaptuk a p,(x)
polinom gyokeit. E 2™ darab szam fele pozitiv, azok, amelyekre & < 2", ami azonnal megmutatja, hogy a H,, halmaznak
2"~1 darab eleme van.

Végiil az, hogy a H,, és a H,, halmazok diszjunktak, kozvetleniil adodik ezeknek a szamoknak a fenti trigonometri-

T 0 . . . .
ot 68 8% oy argumentumoknak mind az 6sszege, mind pedig

kus alakjabol. Ha n # m, k és [ paratlanok, akkor a

a kiilonbsége L alaku, ahol ¢ 2-hatvany, p pedig paratlan. Mivel két szam koszinusza pontosan akkor egyenld, ha a

szamoknak vagy az Osszege, vagy pedig a kiilonbsége m paros tobbszordse, igy most valéban nem teljesiilhet egyenl&ség.



